Kapitel 9

Die neun Geometrien der Ebene

Wir kennenjetzt die in denvorangegangenerKapiteln besidtigten Geometriender
Ebeneals Derivate der projektiven Geometrie darstellen. Wir erklaren die Geometri-
en als Teil der projektiven Ebene.In der projektiven Ebeneentsteht eine metrische
Geometrie, wenn eine Polaritat de niert ist. Genau dann kennen zu zwei Punkten
zwei weitere Punkte und zu zwei Geraden zwei weitere Geraden konstruiert wer-
den, und aus dem Doppelverhaltnis von vier Punkten bzw. vier Geradenwird eine
Funktion von zwei Punkten bzw. Geraden:Ausgangspunktfer Abstand und Winkel.
Wir zeithnen also in einer (projektiven) Ebene, mit Punkten und Geraden. Beide
kennen als Tragervon Spiegelungernverstandenwerden, weil durch die Polarit at zu
jeder Geradenein Pol und zu jedem Punkt eine Polare gegelen ist und damit die
Konstruktionen vom Typ der Abbildung 8.16 durchgefehrt werden kennen.

Die Geometrien unterscheiden sich zunachst durch die Gestalt des absoluten
Kegelstnitts. Er de niert zu jedem Punkt zwei (nicht notwendig reelle) Tangernen
und zu jeder Geradenzwei (nicht notwendig reelle) Schnittpunkte. Damit bestimmen
zwei GeradeneinesBersdels ein Doppelverhaltnis mit diesenTangerten, ebensowie
zwei Punkte einer geradenPunktreihe ein Doppelverhaltnis mit den Schnittpunk-
ten bestimmen. Diese Doppelverhaltnisse bleiben bei allen projektiven Transforma-
tionen unverandert. Da wir aber nicht mehr alle Transformationen durchfehren,
sondern den absoluten Kegelstnitt festhalten wollen, sind auf jeder Geraden zwei
Punkte und in jedem Besdel zwei Strahlen ausgezeibnet. Aus dem Doppelverhalt-
nis von vier Punkten oder Strahlen wird eine Funktion von nun noch zwei Punkten
oder Strahlen. Dieseist ein Ma feur Abstand und Winkel, dasbei den eingesarank-
ten Transformationen fest bleibt: Wir sind in einer metrischen Geometrie, deren
BewegungenLangenund Winkel fest lassen,in der Langenund Wink el nicht mehr
auf einzelneObjekte der Geometrie bezogenwerden meissen,sandern eben auf den
absoluten Kegelsdinitt Bezug nehmen.{ Metrische Geometrie ist der Teil der pro-
jektiven Geometrie,der zwei Figuren nur dann als kongruert ansieht, wenn nicht nur
die projektiven Beziehungen der einzelnenFigurenelemerte untereinander eiberein-
stimmen, sondernaudh ihre projektiven Beziehungen zu dem absolutenKegelsdnitt,
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der die Polaritat repraseniert. Die projektiv durch diesenKegelsdnitt de nierten
Spiegelungen(Abb. 8.16) erfullen die Axiome der metrischen Geometrie (Anhang D
u. E).

Nun wollen wir die Polarit at der vershiedenenGeometriender Ebeneaud dann
mit reellen Konstruktionen bestimmen, wenn der absolute Kegelstnitt nicht reell
ist oder imaginare Elemerte enthalt. Wir greifen dabei zu einer dreidimensionalen
Hilfskonstruktion. Dieser Trick erlaubt es,im Reellenzu konstruieren. Dareberhin-
aus erweitert er unsereEinsicht in die Einheit der Geometrien der Ebene.

Der nichtentartete Fall auf der Ebene kann in der dreidimensionalen Betrach-
tung durch ein nichtentartetes Ellipsoid oder Hyperboloid B dargestellt werden (wir
wahlen eine Kugel). Die Existenz einer solchen Quadrik sichert, da die Polarit at
auf der Ebeneimmer umkehrbar ist. Wir konstruieren die Polaritat auf der Ebene
wie folgt: Ist ein Punkt A auf der Ebene gegelen, bilden wir den Kegel seiner
Tangerten an die Quadrik B. Die Tangenen berehren die Quadrik in einemebenen
Kegelshnitt und bestimmensomit die (im dreidimensionalen)zum Aufpunkt A po-
lare Ebene [A]. Diesescneidet die Zeichenelenein einer Geraden,der Polaren p[A]
(Abb. 9.1. Schon Abb. 8.18gelt sovor, nur wird die Ebene dort von einemKegel
und nicht von einer Kugel gestnitten). Ist umgekehrt eine Geradeg in der Ebene

gegelen, so nden wir auf gleichem Wegefur alle Punkte C der Geraden polare
Ebenen [C]. Da die Punkte C alle auf einer Geraden liegen, schneiden sich diese
Ebenenwieder alle in einer Geradent [g], die im Pol P[g] durch unsere Zeichen-
ebene sticht (Abb. 9.2). Auf dieseWeisehabenwir einereelle Konstruktion selbst
fur den Fall gefunden,da der absolute Kegelsdnitt keine reellen Punkte hat. {
Sdneidet die Quadrik B die Zeichenebenein einem reellen absoluten Kegelsdnitt,
dann kennen wir naterlich alles auch sehr viel einfacher haben: Der Kegelstnitt
ist ja reell, und die Polaritat bedarf keiner Hilfskonstruktion. Schneidet die Quadrik
aber nicht die Zeichenebene, ersetzt die reelle dreidimensionale Konstruktion die
Diskussion imaginarer Elemerte in der Ebene. Die Polaritat wird eber ein reelles
Gebilde im Raum konstruiert, obwohl der absolute Kegelstinitt der Ebene nicht
reell ist.

Wir zeicnen die Quadrik B zunacdst als Kugel im dreidimensionalen Raum.
Sdneidet die Kugel die Zeichenekene in einer nichtentarteten Kurve, erzeugt sie
wie schon besprachen einenreellen absoluten Kegelstnitt (Abb. 9.3). Die Gebaude
der Geometrie, die so dargestellt werden, meissendabei nicht alle Punkte und nicht
alle Geradender projektiven Ebeneenthalten. Das sehenwir wie folgt. Wennwir von
einem Punkt (oder einer Geraden) ausgehen kennenwir alle meglichen Spiegelbil-

YIm dreidimensionalen projektiven Raum bildet die Polarit &t Punkte auf Ebenen und Ebenen
auf Punkte ab. Wegender Erhaltung der Inzidenz mussendann Geraden auf Geraden abgebildet
werden. Wenn eine Gerade g die Quadrik schneidet, schneiden sich die Tangertialebenen an den
Sdhnittpunkten in der Polaren p[g], die dann die Quadrik meidet. Schneidet g die Quadrik nicht,
dann gibt eszwei Ebenen, die sovohl g enthalten als auch die Quadrik berehren. Die Verbindung
der beiden Berehrpunkte ist dann die Polare p[g]. Die Polarit at ist eine Involution auf der Menge
der Geraden.
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" Quadrik 3

Zeichenebene

Abbildung 9.1: Elliptisc he Geometrie

Im wichtigsten nichttrivialen Fall sdneidet
die Hilfskugel die Ebenenicht. Der die Pola-
rit at vermittelnde Kegelsdnitt ist also nicht
reell. Dennoch gibt eszu einemPunkt A eine
reelle Konstruktion der polaren Ebene [A],
deren reeller Schnitt mit der Zeichenekene
die Polare p[A] liefert. Umgekehrt erzeugen
die Punkte Q auf einer Geradeng ein Buschel

Abbildung 9.2: Der Pol einer Geraden.lI 1.
Wir zeichnen die Kontaktkreise der Tangen-
tenkegelzweier Punkte Q; und Q; einer Ge-
raden g und bestimmen so die Polarebenen

[Q1] und [Q:]. Diese Ebenen sdcneiden
sich langs der (dreidimensionalen) Polaren
p[g]. Diese wiederum schneidet die Zeichen-
ebene im (zweidimensionalen) Pol P[g] der
Geradeng.

polarer Ebenen [Q], dasvon einer Geraden
getragenwird. Diesedurchste t die Zeichen-
ebenein einem Punkt, der nun der Pol P[g]
der Geradeng seinmu .

der ins Auge fassen.Wir nennendiesdas Transitivit atsgebietder Spiegelungerbzw.
Bewegungen. Dieses Transitivit atsgebiet mu nicht die gesante projektive Ebene
sein. Ein soltes Zerfallen der projektiven Ebenein versdiedene Transitivit atsge-
biete werden wir beobadtiten, wenn wir einen gegelenenPunkt nicht mehr in jeden
anderenPunkt der projektiven Ebeneund eine gegelene Geradenicht mehr in jede
andereder projektiven Ebenespiegelnkennen. Dies tritt geradedann ein, wenn ein
reeller nichtentarteter Kegelshnitt die Polaritat bestimmt. Solch ein Kegelstnitt

trennt die Punkte und die Geradender Ebenein jeweils zwei Teilbereiche: Die Punk-
te kennenim Innen- oder im Au engebiet liegen, die Geraden kennen den Kegel-
sahnitt (in reellenPunkten) schneidenoder meiden.{ Hier zerfallendie Geradender
Ebenein zwei Transitivit atsgebiete: Die Geraden, die den absoluten Kegelsdnitt

schneiden, bilden ein solches Gebiet, die Geraden,die den Kegelstnitt nicht scnei-
den, bilden ein anderes.Im ersten Fall bilden auch die Punkte noch einmal zwei
versdiedene Transitivit atsgebiete: Das erste wird von den Punkten gebildet, deren
Polare den Kegelstnitt nicht sdineidet, das zweite von den Punkten, deren Polare
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Ag]els,

!

Bertihrkurve des Tangentenk:
definiert die polare Ebene m

Abbildung 9.3: Der reelle Scthnitt
Wir schauen von unten auf die Zeichen-

ebene . Die Polaritat in der Zeichenelene
wird mittels einerreellenabsolutenKugel im
Raum hergestellt. Der durch die Kugel her-
ausgeshnittene Kreis ist der absolute Kegel-

Abbildung 9.4: Pol und Polare auf der
Kugel

Jeder Gro kreis auf einer Kugel kann als
Aquator aufgefat werden. Der zugelorige
Pol tr agt tatsachlich alle Lote auf dem Gro -
kreis, die sich nun als Meridiane praserieren.

schnitt der ebenen Polarit at.

den Kegelstnitt sdineidet. Man kann zeigen,da aus SpiegelungeneinesBereichs
nie Spiegelungereinesanderenzusammengesetztverden kennen. Insgesan zerfallt
die Bewegungsgrupe in drei versdiedeneUntergruppen?.

Betrachten wir zuerstdie Geraden,die den Kegelsdnitt schneidenund die Punk-
te, deren Polaren das nicht tun. Das sind die Punkte im Innern des Kegelsanitts.
Die Verbindung zweier solcher Punkte schneidet den absoluten Kegelsdnitt immer
in zwei Punkten. lhr Pol liegt dagegenau erhalb des De nitionsb ereichs der Geo-
metrie. Dies ist die hypertolische Geometrie, die erste anerkannte nichteuklidische
Geometrie. Sie bleibt in dem Sinne lokal euklidisch, da die gewehnliche Dreiedks-
ungleichung weiter gilt und alle Distanzen miteinander verglichen werden kennen.
Im Groen nden wir dagegenviele Unterschiede zur euklidischen Geometrie, die
alle mit der Aufgabe desParallelenaxiomszusammentangen.Die Kr ammung ist ne-
gativ, die Winkelsummeim Dreied ist kleiner als . Der (hier negative) Exze der
Winkelsummeist der Dreiedks ache proportional. Im Extremfall liegen die Ecken
auf dem absoluten Kegelstnitt, wo die Winkel (dem induzierten Ma e nacd) alle
versdwinden und die Wink elsummeaudh. Der Pol einer Geradenliegt nicht im In-
nern des Kegelsdnitts, also au erhalb der Geometrie. Nur in der Darstellung der
Geometrieals Teil der projektiven Ebeneersdeint er alsreell konstruierbarer Punkt.

2Das bedeutet aber nicht, da wir nicht auf der Zulassung der vollen Grupp e bestehenkennten.
Der Punkt ist, da die Zerlegung meglich ist.
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Projizieren wir die Ebeneso,da der absolute Kegelsdnitt ein Kreis wird, entsteht
dasKleinsche Modell der nichteuklidischen Ebene.Der absolute Kegelsdnitt ist das
metrisch Unendliche.

Betrachten wir nun die Punkte, deren Polaren den Kegelsdnitt schneiden, und
die Geraden, die esauch tun. Wir be nden uns nun im Au engebiet desabsoluten
Kegelshnitts. Aus jedem Punkt A der Geometrie kennenwir zwei reelle Tangerien
an den absolutenKegelsdnitt ziehen.DieseTangerien teilen die Geradendesvon A
getragenenBusdelsin diejenigen,die den Kegelshnitt schneiden, von den anderen.
Es gibt keine Spiegelungder einen Geradenfamiliein die andere.Deshalbgibt eswie-
der zwei Falle. Ernennenwir die Geraden,die den absolutenKegelshnitt schneiden,
zu zeitartigen Geraden, erhalten wir die deSitter-Geometrie (doppelt hyperbolische
Geometrie, Abb. 7.21, 7.23 und 7.25). Nur die von den zeitartigen Geraden re-
praserierten Spiegelungengeheren zum Erzeugendensystender Bewegungen.Zwei
Punkte kennennun nicht mehr unbedingt durch zeitartige Geradenverbunden wer-
den. Die geometristie Spiegelungan einer Geradenist physikalisch die Spiegelung
durch einen inertial bewegten Beobadtter, dessenWeltlinie die spiegelndeGerade
ist. { Haben wir ein Dreiedk aus paarweiseverbindbaren Punkten, gilt die Pseudo-
Dreiedksungleidiung: Die Summezweier Seitenist kerzer als die dritte, wennman die
Orientierung beadtet, die jetzt de nierbar wird. Die Kr emmung ist negativ, Paral-
lelen zu einer Geradendurch einengegelenenPunkt kann man viele nden: Zu einer
Geradeng gibt esdurch jeden Punkt A mehrere Geradenh, die die Geradeg inner-
halb der Geometrie nicht schneiden. Die Bemerkung zur Dreiedksungleichung kann
ahnlich bestirieben werden: Zu einemPunkt A gibt esauf jeder Geradeng mehrere
Punkte B, zu denenkeine (zeitartige) Verbindung existiert. Dies sind raumartig zu
A gelegenePunkte. Dasist eine merkwerdige, aber charakteristische Korrespondenz
zwischen Parallelitat und Gleichzeitigkeit. Sieist Ausdruck der projektiven Dualit at,
d.h. der Vertauschbarkeit der Punkte mit den Geraden.Die deSitter-Geometriehei t
deshalb auch doppelt hyperbolisch. Der absolute Kegelshnitt liegt wie immer im
metrisch Unendlichen.

Ernennen wir die Geraden, die den Kegelsdnitt nicht sdneiden, zu zeitarti-
gen Geraden, nden wir die Anti-L obachevski-Gemetrie (Abb. 7.27). Jetzt sind
die raumartigen Geraden der deSitter-Geometrie zu zeitartigen Weltlinien erklart.
Wieder sind nicht alle Punktepaare miteinander verbindbar. Wieder gilt in Drei-
edken aus paarweise verbindbaren Punkten die Pseudo-Dreieksungleidtung, aber
die Kremmung ist jetzt positiv. Zwei (zeitartige) Geradensdneiden sich immer im
metrisch Endlichen der Geometrie, esgibt keine Parallelen.

Sdcneidet die dreidimensionalenichtentartete Quadrik die Zeichenekene nicht,
gewinnenwir eine Zuordnung, in der kein Punkt auf seinerPolaren liegen kann. Es
entsteht die elliptische Geometrie, die das projektiv e Bild der spharischen Geometrie
ist (Abb. 9.1). Wir haben sie schon mehrfach diskutiert. Alle Geraden (Gro krei-
se) haben zwei Pole auf der Kugel (so wie zum Aquator und Nord- und Sedpol
gehoren), die aber in der Ebene auf einen Punkt abgebildet werden. Gegereberlie-
gendePunkte auf der Kugel messengleichgesetzt werden, denn sie liegen auf dem



142 KAPITEL 9. DIE NEUN GEOMETRIEN DER EBENE

gleichen Strahl durch den Mittelpunkt und werden deshalb auf den gleichen Punkt
der Ebeneabgebildet. Jeder Punkt A der Ebeneist Pol A = P[] einerindividuellen
Geradeng, seinerPolare g = p[A]. Das Besdel der Lote zu dieser Geradeng trit

sich im Pol P[g] = A und entspricht dem Meridianbeusdel zum gegelkenen Aquator
(Abb. 9.4). Parallelen gibt esin der elliptischen Geometrienicht, weil eskeine (echte,
invariante, geometrist ausgezeionete) Ferngeradegibt. Dreiede gibt esnaterlich,
Kreise ebenfalls,wennsiein der ebenenProjektion audh andersaussehenausals wir
esgewshnt sind, aber keine Ferngerade.Es gibt auch keinereelle Geradeg, die ihren
eigenenPol enthalt. Das ist Ausdruck der Tatsade, da der absolute Kegelstnitt

die Ebenein reellen Punkten nicht schneidet. Die elliptische Geometrie ist weiter
lokal euklidisch: Es gilt die gewshnliche Dreiedksungleicdung, alle Distanzen sind
miteinander vergleicbar. Zwei Punkte kennenimmer ineinander gespiegeltwerden:
Es gibt keine unterschiedenenGebiete mehr wie Fall der hyperbolischen Geometrie.
Alle Geradenmessenals Spiegelzugelasserwerden, damit die Spiegelungereine Be-
wegungsgrupge erzeugen{ Die Winkelsummeim Dreied ist gre er als , was eine
positive Krammung kennzeitinet. Das ist kein Wunder, weil wir die unmittelbare
Verwandtschaft zur Kugelgeometriebereits kennen.Das bereitsin Abbildung 7.1 zu
sehendePolardreie ist ein Beispiel fur die Winkelsumme 3 =2. Der Exze (hier

=2) ist der Dreieks adhe proportional.

In unserer Diskussion der metrisch-projektiven Geometrien ertsteht ein Son-
derfall, wenn unsere Hilfskugel B die Zeichenebene nur im Punkte P berehrt
(Abb. 9.5). Dann gehenalle Polaren p[A] durch diesenPunkt P. Alle Geradeng
haben nur einen Pol, eben P. Wir nennenihn den absolutenPol. Dies ist die an-
tieuklidische Geometrie. Metrische Distanz mu sich nun immer auf diesen Punkt
beziehen.Es gibt alsoKurvender LangeNull: Das sind die Geradendurch den abso-
luten Pol. In einemDreied gibt es{ wie in der Galilei-Geometrie { immer eine Seite,
derenLangedie Summeder beidenanderenLangenist. Die Kr uammung ist hier aber
positiv. Die zweidimensionaleantieuklidische Geometrieist bereits entartet, obwohl
die dreidimensionale absolute Kugel (in unserer Darstellung) selbst nicht entartet
ist, nur ebenihre Lage zur Zeichenebkene.

Esist ersidtlich ohne Belang, da wir die Quadrik B als Kugel gewshlt haben.
Bis hierher kennte sie auch ein Hyperboloid sein, selbst wenn dieseszu einem Dop-
pelkegel entartet. Die Resultate sind die gleichen. Sie hangennur davon ab, ob die
Ebene gestnitten, berehrt oder gemiedenwird. Der Schnitt ist selbstredendein
Kegelshnitt. Ist er nicht ertartet, haben wir wieder die Dreiergruppe Lobachevski-
Geometrie, Anti-Lobachevski-Geometrie und doppelthyperbolische Geometrie vor
uns (Abb. 8.18). Der Doppelkegelerthalt aber noch zwei weitere Meglichkeiten des
Kontakts mit der Ebene: SeineSpitze kann Punkt der Ebenesein. Sthneidet er die
Ebenenur in diesemeinenPunkt, ergibt daswiederdie ebenbesprocheneantieuklidi-
sthe Geometrie, die sich audh sonstallgemeinbei Berehrung desKegelsdnitts durch
die Zeichenebene ndet. Schneidet er siein einem Paar aus Mantellinien (Abb. 9.6),
ist wieder der Schnittpunkt desPaaresder absolute Pol fur alle Geradender Ebene.
Die Polaren zu den einzelnenPunkten gehenalle durch diesenPol. Fur die Punkte
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Zeichenebene

Abbildung 9.5: Antieuklidische Geome-
trie

Wird die Zeichenelkene von der absoluten
Kugel geradeberuhrt, erthalten die Tangen-
tialk egel aller Punkte die Verbindungsgera-
de zu diesem Berehrpunkt, durch den des-
halb alle polaren Ebenen und alle Polaren
gehen. Er ist somit auch der Pol aller Ge-
raden der Ebene, ein absoluter Pol P. Ver-
bindungslinien AP und Polaren p[A] bestim-
meneinelnvolution in demvon P getragenen
Strahlbesdel, die keine reellen Fixstrahlen
hat.
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Abbildung 9.6:

Anti-Mink owski-Geometrie

Wir ersetzendie absolute Kugel durch ein
Hyperboloid, das wir zu einem Doppelke-
gel entarten lassen. Seine Spitze soll in der
Zeichenelene liegen und wieder einen abso-
luten Pol P bilden. Die Punkte A haben ver-
schiedene Polaren, die alle durch P gehen.
Sieergeben sich ausder Verbindungsgeraden
AP als vierte harmonische Gerade zu den
beiden Mantellinien, in denen der absolute
Kegel die Ebenesdcneidet. Diese Mantellini-

en sind die Fixstrahlen der Involution zwi-
schen AP und p[A]. Das Ergebnis ist dual

zur Mink owski-Geometrieund heit deshalb
Anti-Mink owski-Geometrie.

auf den Sdnittgeraden allerdings ist die Scnittgerade selbst die Polare. Es gibt
also wieder Punkte, die auf ihrer eigenenPolaren liegen. Dieser Fall ist dual zur
Mink owski-Geometrie und heit Anti-Minkowski-Geometrie. Wieder gibt esKurven
der Lange Null: die Geraden durch den Pol. { Berehrt der Doppelkegel die Ebe-
ne langs einer Mantellinie, nden wir die Galilei-Geometrie, die wir gleich noch in
einem anderenZusammenhangsehen.

Die noch verbleibendendrei Geometrien sind die, in denendas Parallelenaxiom
gilt und die Ferngeradep die Rolle des absoluten Kegelstnitts mbernimmt. Par-
allele Geraden sdneiden sich dort, also auch die Lote einer gegelenen Geradeng.
Dieser Schnittpunkt der Lote ist der Pol P[g] der Geradeng. Alle Pole liegen auf
p. Die Ferngeradep ist eine absolute Polare fur alle Punkte der Ebene (die nicht
auf ihr selbstliegen), und Orthogonalitat wird durch einelnvolution auf eben dieser
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Diskusebene

Abbildung 9.7: Euklidische Geometrie

Wir untersuchen den Fall, da die absoluten
Kugel zum Diskus erntartet. Die Ebene des
Diskus kann als absolute polare Ebeneange-
sehenwerden,derenSdcnitt mit der Zeichen-

Abbildung 9.8: Mink owski-Geometrie

Sdneidet der Diskus die Zeichenekene, ent-
stehen auf der Ferngeradenzwei Fixpunkte.
Die Involution zwisthen den Schnittpunkten
A = pgund den Polen P[A] = P|[g] zeigt das

ebene die Ferngerade de niert. Diese wird Muster der Mink owski-Geometrie.

jetzt Polare zu jedem nicht koinzidierenden
Punkt der Ebene.Die Pole aller anderenGe-
raden liegen auf dieserabsoluten Polaren.

Ferngeradeertschieden. Die Ferngerademit denbeidenreellenoder imaginaren Fix-
punkten dieserInvolution ist ein Entartungsfall einesKegelsdnitts unbesdir ankter
Exzertrizit at aufgefat werden.{ Um dieseGeometrien zu konstruieren, stellen wir
uns also vor, die absolute Kugel acht ab und gerat am Ende zu einem Diskus. Die
Diskusebene sdneidet die Zeichenekene in einer Geraden p. Wir nden nun,
da der Tangertenkegel jedes Punktes A der Zeichenekene, der nicht auf p liegt,
den Diskus an seinemRand berehrt. Die polare Ebene [A] ist also immer gleich

und alle Polaren p[A] fallen mit der Geradenp zusammen.Folglich nennenwir p
eine absolute Polare. Was stellen wir fer die Punkte A auf der absoluten Polaren
p fest? Ihr Tangenenkegel ertartet zu einem Sektor der Ebene , der den Diskus
in zwei Punkten berehrt. Die Verbindungsgeradescneidet die absolute Polare in
einem anderen Punkt P[A]. Wenn der Punkt A der Schnitt pg zwisden einer Ge-
raden g mit der Ferngeradenp ist, erhalten wir mit P[A] = P[g] eine involutorische
Abbildung P[A] der Punkte A der Ferngeradenaufeinander.Das polare Gebilde zu
einemPunkt A auf p ist alsokeine Gerade,sondernwieder ein Punkt P[A], genauer
das Geraderbeschel, das von ihm getragenwird. Wir erhalten also die Geometrien
mit Parallelenaxiom und einer Orthogonalit at, die als Involution auf der absoluten
Polaren bestimmt werden kann.
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Sdcneidet der Diskus die Ebene nicht, nden wir die euklidische Geometrie
(Abb. 9.7): Alle Pole liegenauf der absolutenPolaren, die Orthogonalit at wird durch
eine Involution auf der Ferngeradenohne reellen Fixpunkt bestimmt. Mit Hilfe des
Diskus kennen wir die aber immer noch mit einer einfachen reellen Konstruktion
nden. Hier entsteht das projektive Bild der euklidischen Geometrie. Die Bahnkur-
ven der Drehungen (Kreise) sdneidendie Ferngeradenicht im Reellen.Der absolute
Kegelshnitt ist nicht mehr reell und dareberhinaus entartet. Er enthalt nur noch
zwei wesettliche Punkte, die imaginaren Kreispunkte. Jeder Kreis geht durch diese
beidenimaginaren Punkte, die auf der Ferngeradenliegen. Man sielt sienicht in der
Ebene,aber ihre Existenz ist implizit in der Aussageerthalten, da ein Kreis durch
drei Peripheriepunkte bestimmt ist. Projektiv interpretiert, ist ein Kreis ja nur ein
spezieller Kegelstnitt. Ein allgemeiner Kegelstnitt ist jedoch durch fenf Punkte
bestimmt. Die Charakterisierung einesKegelsnitts als Kreis sdliet deshalbdie
universelleVorgabe dieserzwei Peripheriepunkte ein.

Sdneidet der Diskus die Ebenein zwei reellen Punkten, entsteht die Minkowski-
Geometrie (pseudceuklische Geometrie, Abb. 9.8): Wieder liegen alle Pole auf der
absoluten Polaren, die Orthogonalitat wird nun aber durch eine Involution mit re-
ellen Fixpunkten auf der Ferngeradenbestimmt. Dies sind die beiden absoluten
Kreispunkte, durch die jeder Kreis geht. Die zwei Kreispunkte, die in der euklidi-
sthen Geometrie nicht reell sein kennen, fallen hier also sofort ins Auge: Es sind
die beiden Asymptotenrichtungen. Die Asymptoten der Kreise sind Geraden mit
den beiden lichtartigen Richtungen, zwei Strahlbesdel also, die von zwei Punkten
auf der Ferngeradengetragenwerden. Durch diesebeidenreellen Punkte geht jeder
Kreis der Mink owski-Geometrie. Beiden Geometrienist gemeinsam,da alle eigen-
lichen Punkte die gleiche universellePolare haben: die Ferngerade.Dies ist Zeichen
einer Entartung, die im allgemeinenFall so nicht beobaditet wird. Die Geradenha-
ben zwar verstiedene Pole, diesefellen aber nicht die Ebene, sondern liegen alle
auf der universellenPolaren. Projizieren wir dieseauf die Ferngerade,wird das Lo-
tenbeischel einer Geraden ein Parallelerbesdel. Das Parallelenaxiom und die eben
besprachenen Entartung hangenalso unmittelbar zusammen.Ohne die Entartung
der Polaritat ist die Gultigk eit desParallelenaxiomsnicht zu haben.

Berehrt der Diskus die Ebenenur in einem Punkt (oder berehrt ein Doppelke-
gel die Ebeneertlang einer Mantellinie), hat die Rechtwinkelinvolution nun genau
einen Fixpunkt (der genaugenommerein Doppelpunkt ist, weil in ihm die beiden
Fixpunkte der nichtentarteten Involutionen zusammenfallen).In diesem Doppel-
punkt berehren die Kreise die Ferngerade.Wir nden eine projektive Darstellung
der Galilei-Geometrie. Es ist die dritte und letzte der Geometrien, die das Par-
allelenaxiom erfellen, mit dem der Satz von der Gleichheit der Stufenwinkel gilt,
aus dem abgeleitet werden kann, da die Winkelsummeim Dreied einen gestrek-
ten Winkel ergibt. Alle drei Geometrien kennenalso keine Kr eammung. Suden wir
einen nichtentarteten Fall, messenwir Kr ummung zulassen.Die Galilei-Geometrie
ist eben auch der kremmungsfreie Sonderfall zwisthen antieuklidischer Geometrie
und Anti-Mink owski-Geometrie, Die dort noch nichtentartete Involution im Pola-
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D,

Dy

Absoluter -Pol P Dy

Abbildung 9.9: Galilei-Geometrie Abbildung 9.10: Der Langenransport in
Wir lassen sdilielich den Diskus die Strahlbesdeln
Zeichenekene nur berehren. Nun haben wir  Hier sehen wir die Prozedur, die du-

nicht nur eine absolute Polare p fur al- al zum Paralleltransport von Richtungen
le Punkte, wir haben auch einen absoluten (Abb. 7.1) ist. Wir zeicnen ein Dreiedk in

Pol fur alle Geraden. Dies ist die extrem der Mink owski-Ebeneanalog Abb. 5.13. Be-
entartete Geometrie der Ebene, die Galilei- ginnen wir mit dem Punkt Dy. Sein Ab-

Geometrie. stand von A wird nach AC ubertragen. Da-
nach wird der Abstand zu C nach CB und
sdhlie lic h der Abstand zu B wiedernach AB
ebertragen. Wir erhalten D ;. Die konsekuti-
ve Ubertragung erzeugt also eine Versadie-
bung von Dy nach D, die wiederholt wer-
den kann, also fur alle Punkte auf AB die
gleiche ist. Der Betrag der Translation ist
dlDo;D1] = d[A;B] d[A;C] d[C;Bl.

renbeischel ertartet hier.

Die neun Strukturen, die Punkte und Geradender Ebenebilden kennen, fassen
wir in der Tabelle 9.1 der ebenenGeometrien zusammen.Die Relation zwischen den
Geradeng und den nicht auf ihr liegendenPunkten Q spielt eine charakteristische
Rolle. In den Geometriender ersten Spalte nden sich diejenigen,in denenesdurch
keinen Punkt Q au erhalb einer Geraden g Parallelen zu dieser Geraden gibt. Der
Au enwinkel an einemDreied ist immer kleiner als die Summeder gegernuberliegen-
den Innenwinkel, die Wink elsummeim Dreiedk immer gre er als . Die Kr ummung
ist also positiv. In den Geometrien der zweiten Spalte gilt das Parallelenaxiom. Es
gibt durch jeden Punkt Q au erhalb einer Geradeng immer genaueine Parallele h,
die g im (metrisch) Endlichen nicht schneidet. Der Au enwinkel an einem Dreieck
ist gleich der Summender gegemberliegendeninnenwinkel. Die Kr ammung ist Null.
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In den Geometrien der dritten Spalte gibt esdurch jeden Punkt Q au erhalb einer
Geradeng zu dieserviele Parallelen. Der Au enwinkel an einem Dreied ist immer
gre er als die Summeder gegemberliegendeninnenwinkel. Die Kr ummung ist nega-
tiv. { In den Geometriender ersten Zeile hat ein Punkt Q au erhalb einer Geraden
g von jedem ihrer Punkte einen reellen positiven Abstand. Es gilt die gewohnte
Dreiedksungleidiung, die Summe zweier Seiten ist immer gre er als die dritte. In
den Geometrien der zweiten Zeile hat ein Punkt Q von genau einem Punkt einer
Geradeng den Abstand Null. Es gilt eine Dreiedksgleichung d.h., esgibt in jedem
Dreiedk eine Seite, die gleich der Summeder beidenanderenist. In den Geometrien
der dritten Zeile hat ein Punkt Q von mehr als einem Punkt einer Geradeng den
Abstand Null. Es gilt die pseudceuklidische Dreiedksungleicung, d.h., es gibt in
jedem Dreied eine Seite, die gre er als die Summeder beiden anderenist. Die pro-
jektiv e Dualit at zwischen Punkten und Geradenbestimmt eine Symmetrie in dieser
Tabelle, die durch die Verwendung der Vorsilbe anti sichtbar wird 3.

Die Tabelle zeigt, wie die Klassi k ation nach der Kr ummung dual zu der nach
der Dreieksungleidung ist. Wir haben bereits gesehenda beide Klassi k ationen
durch die Eigenstaften der Paare aus Geradeg und Punkt A charakterisiert werden
kennen, zum einen durch die Anzahl der Geradendurch A, die g nicht sdneiden,
und zum anderen durch die Anzahl der Punkte auf g, die von A keinen positiven
reellen Abstand haben. Wir erganzen diese Uberlegung durch einen Hinweis auf
die duale Konstruktion zur Rotation der Tangertialebenen auf einer gekreammten
Flache, wie wir siein Abbildung 7.1 kennengelerh haben. Das Dreiedk mit den drei
Verbindungsseitenwird nun als Dreiseit mit drei Schnittpunkten aufgefat, und die
auf den Seitenzu verstiebendeRichtung alsin den Eckenzu drehendeDistanz. Dual
zur Rotation der Richtungen ist nun die Translation der Stredken. Abbildung 9.10
zeigt, wie das in der Minkowski-Ebene aussielt. Die Versdiebung ist gleich dem
Exze der Langeder einen Seite gegendie Summeder beidenanderen.

Wir wollen uns nun noch einige Details ansehenZuerst sollten wir uns der Konsi-
stenzversicern, indemwir den Mittelsenkrechtensatz oder wenigstenden Hehensatz
ansehen.Wir tun diesfer einengeneristien Fall, die deSitter-Welt. Abbildung 9.11
zeigt die notwendigen Konstruktionen feir den Hehensatz, Abbildung 9.12 fur den
Mittelsenkrechtensatz. Merkwerdigerweisehat nun jede Strede im projektiven Mo-
dell nicht nur eineneigenlichen, sondernaudc einenuneigertlichen Mittelpunkt, der
allerdings nicht mehr im Transitivit atsgebietder Geometrie liegt. Demertsprechend
gibt esaud drei uneigertliche Scnittpunkte und drei uneigertliche Umkreise, die
durch das metrisch Unendliche gehen (dual dazu ist die bekannte Existenz dreier
Ankreise neben dem Inkreis einesDreies). In den Geometrienmit Parallelenaxiom
ertarten diesedrei uneigertlichen Kreise. Die nichtklassisdhen Mittelsenkrechten fal-
len dort alle mit der Ferngeradezusammen.Wir nennendie drei zusatzlichen Kreise
hier uneigertlich, weil sienur noch Bahnkurvenvon Drehungensind, nicht aber Orte

Die Bezeichnung Anti-deSitter-W elt fallt nicht darunter. Sie stammt aus der Kosmologie und
meint den Bedeutungswedsel zwischen zeitartigen und raumartigen Geraden.



148

KAPITEL 9. DIE NEUN GEOMETRIEN DER EBENE

Krammung
positiv

keine
Parallelen

Au en winkel
kleiner Summe der
gegenuberliegenden

Innenwinkel

Pole haben keine
reelle Tangerte

Kremmung
Null

eine
Parallelen

Au en winkel
gleich Summe der
gegenuberliegenden
Innenwinkel

Pole haben eine
eine Tangerte
(die absolute Polare)

Tabelle 9.1: Die neun Geometriender Ebene

Kremmung
negativ

viele
Parallelen

Au en winkel
gre er Summe der
gegenuberliegenden

Innenwinkel

Pole haben zwei
reelle Tangerten

kein Abstand Null
euklidische
Dreiecksungleichung
Polaren schneiden
abs.Kegels.nidt

elliptische G.

(Kugel)

euklidische G.

(T afel)

hyperbolische G.
Lobachevski-G.

(Geschwindigk eits-
raum)

ein Abstand Null

Dreiecksgleichung

Polaren schneiden
abs.Kegels.im
absoluten Pol

Antieuklidisc he G.

Galilei-Geometrie

(Newtonsche
Mechanik)

Anti-Mink owskische G.

viele Abstande Null
pseudoeuklidische
Dreiecksungleichung
Polaren schneiden
abs.Kegels.
in 2 Punkten

Anti-Lobac hevski-G.

(An ti-
deSitter-
Welt)

Mink owski-Welt

(Einsteinsche
Mechanik)

doppelthyperbol.G.

(deSitter-W elt)

gleichen endlichen Abstands von einem Mittelpunkt.

In euklidischer und Mink owski-Geometrie gilt der Peripheriewinkelsatz: Der geo-
metrische Ort aller Punkte C, die mit einer gegelenen Strecke AB ein Dreied bil-
den, desserWinkel 8 ACB am Punkte C einenfestenWerte hat, ist ein Kreis. Dieser
Satz kann nur gelten, wenn der Au en winkel an einemDreied gleich der Summeder
gegemiberliegendeninnenwinkel ist, die Kr ummung also versdwindet. Wir haben
bereits gesehenAbb. 6.8), wie sich dasin der Galilei-Geometrie verandert. Fer den
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Abbildung 9.11: Der Heohensatz.l.

Um alle Konstruktionselemente reell zu n-
den, zeichnen wir in der deSitter-Geometrie

Abbildung 9.12: Der Mittelsenkrechten-
satz. I.

Dargestellt ist ein Dreiedk ABC in einer

das Dreiedk AB C mit seinenSeitenc= AB,
a= BC und b= CA, deren Polen P., Pg,
Py und den Lote CP;, AP,, BPy, die sich in
einem Punkt H schneiden. Der Beweis wird
im Anhang A, Abb. A.7 algebrais gefehrt.

Lobachevski-Geometrie.Die gestrichelten Li-
nien sind die Mittelsenkrechten auf der Sei-
te b = CA, die sich im Pol P[b] schneiden.
Die Mittelsenkrechten (eigertliche und unei-
gertliche) auf ¢ sind strichpunktiert, die auf

a mit drei Punkten gestrichelt. Die Pole von
a und c liegenau erhalb der Zeichnung. Ne-
ben dem erwarteten Umkreismittelpunkt M
gibt es noch drei andere Schnittpunkte, je-
weils mit den uneigertlic hen Mittelsenkrech-
ten, um die sich (uneigertlic he) Umkreise le-
genlassen.

generistien Fall nicht versciwindender Kr emmung ist diesergeometrishie Ort eine
Kurv e vierten Grades (Abb. 9.13). Da der Beweis der Eigenshaft des Feuerbad-
Kreises, durch die neun bekannten Punkte zu gehen,mit dem Peripheriewinkelsatz
gefhrt wird, geht dann auch dessenExistenz verloren.

Wir wollen uns noch einmal die Kegelstnitte ansehendie dem Feuerbad-Kreis
ertsprechen. In jeder der besprachenenGeometrienbestimmt ein Dreiedk  Aj1A2A3
einenHehenshnittpunkt A4 derart, da jeder der vier Punkte Ay der Hohensnitt-
punkt fur das Dreied der drei anderenist. Die vier Punkte bilden ein vollstandiges
Vieredk, dessensets Seiten die Seiten der wahlbaren Dreiedke und deren Hehen
sind. Die drei Diagonalpunkte sind in jedem Falle die Hohenfu punkte Fi, F>3 und
F31. Betrachten wir nun eins der vier Dreiedke genauer. Jede Seite hat nun zwei
Mittelpunkte wie in Abbildung 9.12. Es gilt: Ein Kegelstnitt, der durch die drei
Hehenfu punkte und zwei Mittelpunkte auf versdiedenenSeitenbestimmt ist, geht
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Wir sehendas Beispiel einer Kurve, deren
jeder Punkt den gleichen Winkel mit Schen-
keln durch die festenPunkte A und B tr agt.
Die Greo e diesesWinkel kann etwa durch
Vorgabe einesdritten Punktes C auf dieser
Kurv e bestimmt werden. Es ist im allgemei-
nenimmer nur eine Sehne fur die dieseKur-
ve die Peripheriewinkelgleichheit erfullt.

Abbildung 9.13: Der Kreis zweiter Art

auch durch einen Mittelpunkt der dritten Seite. Das kann etwa mit den Mitteln der
AnhangeC und D auch gezeigtwerden. Im allgemeinenerhalten wir also fer jedes
der vier Dreiede vier solthe Kegelsdinitte. Es aber keinen Feuerbadi-Kreis. Statt

dessenschneidet die Verbindung zweier Mittelpunkte auf versdiedenenSeiteneinen
Mittelpunkt auf der dritten. Die 6 Mittelpunkte sind Ecken einesvollstandigen Vier-
seits. Waswir als Feuerbad-Kreis der euklidischen Geometrie kennenlernen,zerfallt

in einer allgemeinenGeometrie in 16 Kegelsdnitte. In Geometrien mit einer abso-
luten Polaren haben alle vier Dreiedke einen dieser Kegelstnitte gemeinsam.Dies
ist der 11-Punkte-Kegelstnitt der Abbildung 8.12. In Geometrien mit absolutem
Pol ist einer der vier Punkte immer der Pol selbst, und es bleibt nur ein eigertli-

ches Dreiedk mit vier Kegelsdinitten der betrachteten Art. Die Abbildungen 9.14
und 9.15 zeigenden Fall der antieuklidischen Geometrie.

Wir untersuchen nun die Bahnkurvenvon Drehungen.Eine Drehung um ein Zen-
trum Q entsteht, wenn an zwei Geradendurch Q nadheinander gespiegeltwird. Ein
Punkt R behalt dann seinenAbstand von Q, bleibt also auf dem Kreis um Q, auf
dem er vor der Drehung gelegenhat. Der Drehungsgradwird durch den Winkel be-
stimmt, den die beiden spiegelndenGeradenmiteinander bilden. Bei einer Drehung
bewegensich die Punkte auf Kreisen um das Drehzertrum Q (Abb. 6.3, 6.4). Wenn
wir im folgendendie Bahnkurven einer Drehung zeicnen, erhalten wir ein Bild dieser
Kreise. Dies wollen wir uns zum Abschlu des Kapitels ansehen.Der nichtentarte-
te und reelle Fall ist die deSitter-Geometrie (Abb. 9.16). Gedrelt wird um einen
Punkt Q au erhalb desabsoluten Kegelsdnitts K. Die Tangerten aus Q an diesen
Kegelstnitt trennen zeitartige von raumartigen Geraden. Die Bahn einer Drehung,
die zeitartige Geradennur wieder in zeitartige bewegenkann, kann dieseTangerien
also nicht schneiden. Drehungen lassendarelber hinaus den absoluten Kegelstnitt
A, das Zentrum Q und seine Polare fest. Mehr noch, alle Kreise gehendurch die
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N, 4] H M, RS

Abbildung 9.14: Ein Feuerbatscher Ke- Abbildung 9.15: Alle vier Feuerbad-

gelsdnitt in der antieuklidischen Geome- sdten Kegelstnitte

trie Dies ist wieder die Kon guration der vo-

In der antieuklidischen Geometrie existiert ~rigen Abbildung. Die Hilfslinien sind weg-

ein absoluter Pol. Alle Lote gehen durch gelassenund dafur die wbrigen drei Ke-

diesenPunkt, der automatisch zum Hehen- gelstnitte, alles Hyperbeln, hinzugefigt.

schnittpunkt H aller Dreiedke wird. Neben dem Kegelstnitt durch die Punk-
JedeStrecke wird durch ein Punktepaarin t€ [Ha;Hp;Hc;Ma;Mp;Mc] (durchgezoge-

harmonischer Lage halbiert, dessenVerbin- ne Linie) sind die Kegelsdnitte durch

dungen zum absoluten Pol hier einen nach [Ha;Hb; He; Ma; Np; N¢] (gestrichelte Linie),

euklidischer Bewertung rechten Winkel ein- durch [Ha;Hp;He; Na; Mp; N¢] (strichtrip el-

schlie en. Wir erhalten 6 Mittelpunkte. Ein punktierte Linie) und durch

Kegelsdnitt durch die drei Hehenfu punk- [Ha;Hg;Hc;Na;Np;Mc]  (strichpunktierte

ten und zwei Mittelpunkte zweier Seitengeht  Linie) gezeitinet.

auch durch einen Mittelpunkt der dritten

Seite. Die Hehenmitten bleiben unbestimmt,

weil die Hoehen den absoluten Pol passieren

(vgl. Abb. 8.12).

Berehrpunkte B[K[Q]] der Tangerien und haben dort die Richtung der Tangerten.
Es sind also Kegelstnitte mit vier Bestimmungssticken: eine einparametrige Schar,
wie zu erwarten. Wir kennten mit der Konstruktion C.6 (AB = k;1[Q], DE = k»[Q],
QC = Radius) den Kegelshinitt punktweise erzeugen.Kein Punkt kann bei einer
Bewegung die unveranderten Gebilde K, p[Q], k1[Q] und k;[Q] ubersdireiten. Es
gibt keine gestilossenenBahnkurven. Alle Drehungen sind eigerlich nur Versdie-
bungenlangsder Bahnkurven ausRichtung deseinenBerehrpunkts in Richtung des
anderen.Die Bahnkurvenim Innern desKegelstnitts liegenau erhalb der deSitter-
Geometrieund kennenals Kreise mit imaginarem Radius angesehermwerden.{ Legen
wir nun den Drehpunkt ins Innere desabsoluten Kegelshnitts (Abb. 9.17), so sind
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oy

A |
Bl%,1Q] \\/, Blk[]] Polare plq]
%
polare PKQX
Abbildung 9.16: Drehungen in der Abbildung 9.17: Drehungen in der
DeSitter-Geometrie Lobachevski-Geometrie
Drehungen um einen Punkt Q werden Im Vergleich mit Abbildung 9.16 legen wir

durch die Strahlen des von ihm getrage-
nen Busdels erzeugt. Sie lassenden abso-
luten Kegelsdnitt K, die Tangerten k[Q] an
ihn und ihre Beruhrpunkte B[k[Q]] fest. Der
Punkt Q und die beiden Beruhrpunkte sind
Fixpunkte und Singularitaten des Bahnkur-
venfeldes.Alle Bewegungist Bewegungvon

nun den Drehpunkt in das Innere des abso-
luten Kegelsdnitts. Die Tangerten sind nun
nicht mehr reell und fallen als Trennlinien
desKreisbeischels weg. Die Bahnkurven sind
nun (projektiv) alle gesdlossen,sovohl im
Innenraum wie im Au engebiet des absolu-
ten Kegelsdnitts.

einem Fixpunkt zum anderen, also verallge-
meinerte Translation.

alle Bahnkurven in projektivem Sinne gestilossenund kennen mehrfach durchlau-
fen werden. Das sind wir von der euklidischen Drehung ohnehin gewohnt. Die Polare
desDrehpunktesist die einzigegeradeBahnkurve. Die euklidische Geometrie (in ei-
ner Projektion, welche die Ferngeradewie hier als endliche Polare darstellt) zeigt
das gleiche Bahnkurverbild, nur da hier der Kegelshinitt K eine ganz gewshnli-
che Bahnkurve ist. Der absolute Kegelstnitt ist ja in der euklidischen Geometrie
nicht mehr reell. { Wir kennen uns auch eine Drehung um einen unendlich fernen
Punkt vorstellen, der auf dem absoluten Kegelstnitt und damit seinerPolaren liegt
(Abb. 9.18). Alle Bahnkurven beruhren? die Polare im Punkte Q. { Hat der absolu-
te Kegelshnitt keine reellen Punkte, ergeben sich die Bahnkurven der elliptischen
Geometrie. Das Bild ist mit dem der Lobachevski-Geometrieidentisch (Abb. 9.17),
nur da der Kegelstnitt, der dort denabsolutenKegelstnitt darstellt, ein geweohn-

4In Abbildung 9.18 scheinen die unteren Kurv en dies nicht zu tun. Man mu aber beadten,
da diese (nach der einfachen euklidischen Anschauung) ja Hyperbeln sind, die eine Gerade nur
in einem Ast berehren kennen. Dieser zweite Ast liegt in der Zeichnung oberhalb der Polaren und
gehert auch zu den (hier beruhrenden) Bewegungsbahnen.
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Polare p

(o

Polare plQ)

RN

Abbildung 9.18: Drehungen um unend-
lich ferne Punkte

Im Grenzfall zwischen den Abbildungen 9.16
und 9.17 legen wir den Drehpunkt auf den
absoluten Kegelsanitt selbst, also ins me-
trisch Unendliche. Neben dem absoluten Ke-

Abbildung 9.19: Drehungen um einen
Punkt der absoluten Polaren

Die Bahnkurven der Drehung werden zu
Strahlen durch einenPol, wenn ein absoluter
Pol existiert oder der Drehpunkt auf einer
absoluten Polaren liegt.

gelsanitt und dem Drehpunkt bleiben die
Tangerte und der Berehrpunkt unverandert.

licher endlicher Kreis ist. Auch wenn der nichtreelle absolute Kegelsdnitt zu einer
Geradenentartet (auf der er dann einepolare Involution ohne Fixpunkte bestimmt)
und die euklidische Geometrie ertsteht, andert sich an dem Bild nichts. Allerdings
ist die Polare, die in der elliptischen Geometrie vom Drehpunkt abhangig ist, jetzt
universellimmer die gleiche. { Liegt nun auch noch der Drehpunkt Q auf der Pola-
ren, entarten die Kreise zu einem Strahlbescel durch den zu Q konjugierten Punkt
P[Q] auf p (Abb. 9.19). Dabei ist der konjugierte Punkt durch die Involution auf
der absoluten Polaren bestimmt. Er hangt also von Q ab, solangedie Involution
nicht entartet ist (euklidische und Mink owski-Geometrie), und ist absolut im Falle
der Galilei-Geometrie. { Im Falle der Mink owski-Geometrie entsteht wieder Abbil-
dung 9.16, der absolute Kegelsdnitt ist nunmehr das Steick der jetzt absoluten Po-
laren zwischen den jetzt absoluten Berehrpunkten (den Fixpunkten der Involution).
Fallen die beidenFixpunkte zusammen,ergibt sich die Galilei-Geometrie. Die Kreise
bilden wieder das Strahlbeischel durch den nun ebenfalls absoluten Pol (Abb. 9.19).
Dies gilt ebenso,wenn der reelle absolute Kegelshnitt in einen Punkt (antieuklidi-
sche Geometrie), oder in ein Geradenpaar(anti-Mink owskisthe Geometrie) entartet
(Tabelle 9.2).

In diesemKapitel habenwir gesehenwie ausder projektiven einemetrische Ebe-
ne wird, wenn sie in einen dreidimensionalenRaum eingekettet wird, in dem eine
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Tabelle 9.2: Die Bahnkurven der Drehungen

Drehpunkt
elliptische G. euklidische G. Lobachevski-G.
im Endlichen: Abb. 9.17 Abb. 9.17 Abb. 9.17
im Unendlichen: Abb. 9.18 Abb. 9.19 Abb. 9.18

im Endlichen:

im Unendlichen:

Antieuklidisc he G.
Abb. 9.19
Abb. 9.19

Galilei-Geometrie
Abb. 9.19
Abb. 9.19

Anti-Mink owski-G.
Abb. 9.19
Abb. 9.19

im Endlichen:

im Unendlichen:

Anti-Lobac hevski-G.

Abb. 9.16
Abb. 9.18

Mink owski-Welt
Abb. 9.16
Abb. 9.19

deSitter-W elt
Abb. 9.16
Abb. 9.18

Quadrik de niert ist. Dashat auf die Ideegefuhrt, die Allgemeine Relativit atstheorie
durch eine projektive Theorie im Fenfdimensionalenzu erweitern [66, 75, 64, 114].
Dabei mu allerdings ein inhomogenerRaum konzipiert werden, damit das variable
Gravitationsfeld auch dargestellt werden kann. Jedem Punkt wird also eine Qua-
drik zugeordnet. Die Einsteinschen Gleichungen auf dem Feld der Quadriken sind
dann mit den Einstein-Maxwellsthen Gleichungen fer die verkoppelten Felder von
Elektromagnetismus und Schwerkraft aquivalent. Die weitere Ererterung weirde aber
unserenRahmen sprengen.



