Anhang A

Spiegelungen

Begrie, mit denenwir rechnen wollen, meissenaus zwei Greinden, soveit es geht,
von ansdaulichen Bezeigen befreit werden. Zum einen gefahrdet die Anschauung
mit ihren mannigfaltigen Assoziationenden logist fehlerfreienSchlu, zum anderen
erreicht man Gedankengelaude, die auf physikalisch ganz versthiedeneGegensande
passenkennen. Paradaxerweiseerweitert also die Abstraktion von der Anschauung
die Anwendungsneglichkeiten.

Die unbewu ten Assoziationender Anschauungsind es,die uns Dinge fur selbst-
verstandlich halten lassen,die in einenlogischen Schlu  nicht eingehenderfen. Gera-
de die Gesdichte der Einsteinschen Relativit atstheorie hat eindrecklich gezeigt,da
man sich von dem Vorurteil einesmedanisthen Athers als TragerdesLichts befrei-
enmu, um zu einemklaren Verstandnis und zu richtigen Vorhersagenzu gelangen.
Wenn wir mit unserem Gedankengelaude in Bereiche vordringen wollen, die jen-
seitsder Ma e der taglichen Lebensliegen, gibt esviele Dinge, die nicht im Gepad
seindurfen. Man ndet aber immer erst nach und nach heraus,weldhe essind. Die
axiomatische Methode versudit von vornherein, blinde Passagiereim Reisegemd
zu vermeiden, indem sie die ansdauliche Begri sb estimmung durch eine implizite
ersetzt. Implizit heit hier, da man einen Satz von Eigenshaften benenn, die ein
Gegenstandhaben soll, und nun die Erforschung des Gegenstandesauf dieseEigen-
scthaften allein stetzt. Die Abstraktion von der Anschauung verbietet aber nicht,
sich an der Anschauung oder gar am physikalischen Experimert zu orientieren. Wir
haben die Kugel und auch das Hyperboloid berutzt, um dieseOrientierung jenseits
der euklidischen Geometrie zu nden.

Wir sudchen nach der Darstellung von Operationen, die uns die Gleichheit von
Gegensandenunabhangig von Lage und Orientierung feststellenlassen.Wir nennen
dieseOperationen Bewegungen,und da wir vom konkreten Ablauf abstrahierenwol-
len, messenwir voraussetzen,da sich Bewegungenwieder zu Bewegungenzusam-
mensetzen.Das ist das Gegenstick zur Transitivit at logisther Aquivalenzrelationen.
Auch deren Symmetrie ndet hier ihren Ausdruck: Da es gleich sein soll, welchen
Gegenstandwir bewegenund weldher die Ziellage bestimmt, mu die Umkehr ei-
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ner Bewegungwieder eine Bewegungsein. In einer Folge von Bewegungensoll auch
beliebig zusammengefa t werden kennen. Die Bewegungensollten also eine Gruppe
bilden, die Beweggungsgrupp. Das hei t:

1. Die Zusammensetzungweier Bewegungenist wieder eine Bewegung:Sind zwei
Figuren einer dritten kongruert, so sind sie auch untereinander kongruert.

2. Die einzelnenBewegungeneiner Kette kennen beliebig zusammengefa t wer-
den, solangeihre Reihenfolgedabei nicht geandert wird.

3. Die Bewegung in den Anfangszustand zureck zahlen wir aucd, sie ist dann
die sogenante inverse Bewegung. Setzen wir sie mit der vorangegangenen
Bewegung zusammen,ergibt sich der Ausgangszustand.

4. Daseinfathe BelasserdesZustandsmu deshalbauch noch unter die Bewegun-
gen geretinet werden. Diese ,Bewegung , bei der eigertlich nichts gestieht,
ist die Eins unsererBewegungsgrupge. Setzenwir einebeliebigeBewegungmit
dieserEins zusammen,ergibt sich wieder die erste Bewegung.

Gewshnlich denken wir uns Bewegung ansdaulich als Operation in einem Raum.
Man kann aber eine jede Grupp e als Bewegungsgruppe au assen, wenn man die Be-
wegungins Auge fat, die die Gruppe auf sich selbst erzeugenkann. Das wichtigste
Beispiel dafer sind die Transformationen. Als Transformation mit dem Gruppenele-
ment a bezeidinenwir die Bewegung,die jedesGruppenelemen g auf Ta[g] = a lga
abbildet. Diese Operation bewahrt die volle Struktur der Gruppe, ist in ansdauli-
chem Sinne also eine Bewegung.

Wasim Einzelnenbewegtwird, davon soll unsereRecnung und unsereDe nition
unberehrt bleiben. Aus der Sicht der Mathematik beleuditet und ertfaltet die Rech-
nung die abstrakte Struktur der Bewegungsgruppe. Sie bestimmt, was kongruert ist
und was nicht kongruert ist, d.h., sie bestimmt die Geometrie. Die Anwendung auf
ein physikalisches Objekt erfordert einerseitsdie Interpretation dieser Struktur und
andererseitsihre experimentelle Sicherung, und beide sind von charakteristischen
Unsicherheiten betro en [72].

Merkwerdigerweisekann man nun den Begri der Bewegung auf den der Spie-
gelung (an Geraden der Ebene, an Ebenenim Raum) reduzieren, die selbst keine
eigenliche Bewegungist, d.h., sie kann nicht durch die physisthe Bewegung eines
Objekts verwirklicht werden'. Dennoch ist diese Reduktion meglich. Mit ihr wird
die Spiegelungzu einem Grundbegri der metrischen Geometrie. Spiegelungerlaubt
den Transport von Stredken und Winkeln und ihren Vergleidh unabhangig von der
Lage der Gegenstande, die verglichen werden sollen.

lErweitert man die Ebene bzw. den Raum um eine Dimension, dann wird aus der Geraden-
spiegelung bzw. der Ebenenspiegelungeine Umklappung, d.h. eine Drehung durch die zusatzliche
Dimension. Die Spiegelung an einer Geraden der Ebene wird so eingebettet in eine Umklappung
des Raums an der Geraden, die eine (involutorische) Drehung um den gestreckten Wink el ist.
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1. Ist S[A] das Spiegelbild des Punktes A, dann ist der Spiegelder geometrishie
Ort aller Punkte, die von A und seinem Spiegelbild S[A] gleich weit ertfernt
sind.

2. Ist S[A] das SpiegelbilddesPunktes A und Q ein beliebiger Punkt auf dem Spie-
gel, dann bildet der Spiegelmit den Geraden QA und QSJ[A] gleiche Winkel.

Das scheint unmittelbar klar, und sowerdenwir unsereAbstraktion auch ausgestal-
ten. Merkwerdigerweisegestattet der normale Spiegelein solth operativesVorgehen
geradenicht, denn wir vermessenrein Bild im Spiegelzunachst mit dem Spiegelbild
des Ma stabs und nicht mit dem Ma stab selbst. Erst die halbdurchlassigenSpie-
gel gestatten es, das (virtuelle) Spiegelbild mit einem reellen Ma stab zu vermes-
sen.Dann wird audh deutlich, da eine wiederholte Spiegelungin die Ausgangslage
zuruckfehrt. Dies ist die entscheidende Eigensdaft, die im axiomatischen Zugang
de niert , was eine Spiegelungist [4]. Die abstrakte De nition der Spiegelungbe-
handelt zunachst nur die algebraistien Relationen. Wir bereiten den Anschlu an
die Begriswelt der Geometrie vor, indem wir besdtireiben, welche algebraistien
Ausdreicke Punkte und Geraden sein sollen.

Die elemenare Spiegelungist Spiegelungan einer Geraden,und zu jeder Geraden
gibt eseine Spiegelung.Wir werden also zumindest einen Teil S der Spiegelungen
als Reprasenanten von Geraden ansehenkennen. Dieser Teil S wird als Erzeu-
gendensystemgewahlt. Die Elemerte der Bewegungsgrupge sind Produkte solter
Spiegelungen.Auch ein Punkt ist als involutorische Abbildung bestimmbar. Er ist
das Produkt aus zwei Geraden, wenn diesesProdukt selbst wieder eine Spiegelung
ist. In der euklidischen Ebene sehenwir sofort, da die konsekutive Spiegelungan
zwei aufeinandersenkretiten Geradeneine Drehungum am Scnittpunkt darstellt
(Abb. A.1). { Es gilt ein wichtiger Satz, da alle Produkte von mehr als drei Er-
zeugenderals Produkt hechstensdreier Erzeugenderdargestellt werden kann. Jedes
Produkt aus einer geradenAnzahl ist ein Produkt zweier Geraden.

Als Gegenstandder Geometrie bestimmen wir nach diesen Einsichten also ei-
ne Bewegungsgrupge G, die durch involutorische Elemerte (Spiegelungen)erzeugt
werden soll. DiesesErzeugendensystenbezeitinen wir mit S. Es soll sich bei Trans-
formationen nicht andern (da wir im Sinn haben, die Erzeugendenals Geraden
anzusehenund Geradenaudh bei Transformation Geradenbleiben messen):

g2S; a2G: ! alga2s:

Die Elemerte von S kennen wir nun als die Geraden der Geometrie ansehen(ge-
nauer sind es Spiegelungenan den Geraden) und werden sie deshalb mit kleinen
Buchstaben bezeitnen.

Aufbauend auf dem Begri der Geraden, de nieren wir nun auf algebraistqiem
Wegeden Punkt: Diejenigen Spiegelungenaus G, die sich als Produkte zweier Ele-
mente von S darstellen lassen,nennen wir Punkte (genauer sind es Spiegelungen
an den Punkten) und bezeidinen sie mit gro en Buchstaben. Die Anschauung sagt
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Abbildung A.1: Der Punkt als Produkt
zweier Geraden

Stehenin der euklidischen Ebenezwei Gera-
den aufeinander senkredit, werden bei kon-
sekutiven Spiegelungendie Bilder um den
Sdnittpunkt gedreht, wobei die Iteration der
Bewegungsofort wieder in die Ausgangslage
zureckfuhrt. Der Scnittpunkt ist also wie-
der eine Spiegelung, gehert aber nicht zum
ErzeugendensystemDas Produkt der Spie-
gelungenan zwei nicht aufeinandersenkredt

Abbildung A.2: Ein Punkt auf einer Ge-
raden

Nur wenn der Drehpunkt auf der spiegeln-
den Geradenliegt, kennenwir erwarten, da
esgleichgeltig ist, ob die Drehung um einen
gestredkten Winkel vor oder nach der Spie-
gelung an der Geraden ausgetihrt wird. In
unseremBild fallen Sa [Sq[F ]] und Sy¢[Sa[F]]
in dem Ma e auseinander,wie A und g von
Inzidenz erntfernt sind. Liegt A auf g, fallen
Sa[Sq[F 1] und Sy4[Sa[F]] zusammen.

stehendenGeraden ist keine Spiegelung.In
unseremBild fallen Sy [Sg[F]] und Sy[Sn[F]]
in dem Ma e auseinander,wie h und g von
der lotrechten Lage abweichen.

uns,da dasProdukt zweier Spiegelungenmmer eine Drehung ist. Eine Drehung ist
aber audh involutorisch, wenn der Drehwinkel der gestredkte Winkel ist. Die beiden
Geradenbestimmen also einen Punkt zunachst nur, wenn sie lotrecht sind. Wir de-
nieren damit das Senkreditstehen uberhaupt: Zwei Geradeng; h sind genaudann
lotrecht zueinander,g ? h, wenn ihr Produkt involutorisch ist, ghgh = 1. Wie wir
erwarten mussen,folgt aush=h %, g= g *und hghg= 1ebenh = ghg= g *hg:
Die Gerade h fallt mit ihrem Spiegelbild Sg[h] = ¢ lhg an g zusammen.Das ert-
spricht unserer von euklidischen Verhaltnissen gepragten Anschauung. Verbinden
wir einen Punkt A mit seinemSpiegelbildg 1Ag = gAg, ist die Verbindungsgerade
h = (A; gAg) auf g senkretit, denn das Spiegelbild ghg von h verbindet die gleichen
Punkte und fallt dahermit h zusammen(wenn A und gAg versdiedensind). Genau
dann, wenn A und g *Ag gleich sind, liegt A auf g. Dies heit aber nichts anderes,
alsda gA = Ag, oder gA wieder eine Spiegelungh ist, die selbst auf g senkredtt
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Das Produkt der Spiegelungenan drei Ge-
raden, die im Besdel liegen, ist wieder ei-
ne Geradenspiegelungderen Geradeim glei-
chen Busdhel liegt, ScS;Sp = Sq.

Abbildung A.3: Spiegelbildliche Lage von Geraden

steht (ghg = ggAg = Ag = gA = h). Nur wenn der Drehpunkt auf der spiegelnden
Geradenliegt, kennenwir erwarten, da esgleichgelltig ist, ob die Drehung um einen
gestre&ten Winkel vor oder nach der Spiegelungan der Geraden ausgebhrt wird
(Abb. A.2).

Wenn wir an die Behandlung von Geradendenken, die sich im Endlichen nicht
schneiden, verzichten wir bei den Schnittpunkts atzen auf den Schnittpunkt und de -
nieren statt desserein Buschel Geradenliegenim Besdel (man nennt siedann auch
konkurrent), wenn sie entweder einengemeinsamerPunkt oder ein gemeinsamed ot
haber?. Wenn das Produkt dreier Geraden, die im Buschel liegen, wieder eine Ge-
rade ist, kennen wir den Mittelsenkrechtensatz, der so wichtig fer die Konsistenz
der Interpretation des Langervergleids ist, bereits ableiten. Wir fordern deshalb
als Axiom: Liegen drei Geradenim Beusdel, ist ihr Produkt wieder eine Gerade:
abc= d; ab= dc. In diesemFalle spredien wir auch davon, da b;d in Bezug auf
a; ¢ spiegelbildlich liegen (Abb. A.3). Ist ab = da, ist a die Gerade,an der bin d
gespiegeltwird (b= a 'da= ada). Die Geometrie wird trivial, wenn alle Geraden
aufeinanderlotrecht stehen,wir wollen alsoauch die Forderung erfellt sehen,da es
Geraden gibt, die auf den beiden Geraden eineslotrechten Paaresnicht senkredt
stehen.

Es reicht aus, funf Axiome der Spiegelungzu wahlen, um das Fundamert fer
Bau der Geometrie zu legen[4].

1. Zu zwei Punkten A; B soll es stets eine verbindende Geradeg = (A; B) (d.h.,
AgAg = 1lund BgBg= 1, kurz A; B j g) geben.

2Die Anschauung sielt hier gern sofort einen Punkt (den Trager des Buschels, durch den die
Geraden gehen), aber im allgemeinen me te dieser Punkt nicht zur Bewegungsgruppe geheren,
sondern nur in der projektiv en Erweiterung sichtbar sein.
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2. Werden zwei Punkte von zwei Geradenverbunden, A; B j g; h, dann sollen ent-
weder die beiden Punkte oder die beiden Geraden zusammenfallen.

3. Gilt a;b;cj A, sosoll eind mit abc= d existieren.
4. Gilt a;b;cj g, sosoll ein d mit abc= d existieren.

5. Essolldrei Geradeng; h;j geben,von denendie erstenbeidenlotrecht zueinander
sind (g j h), die dritte aber auf keiner der beidenerstenlotrecht ist (wedergj j
noch hjj tre en zu).

Diese Axiome sichern die Existenz einer eindeutigen Verbindungsgeradenzweier
Punkte, die Eindeutigkeit eines Schnittpunkts und die Existenz von Spiegelgera-
den fur drei im Busdel liegende Geraden. Sdhlie lic h ist audch die Reichhaltigkeit
gegelen.

Wir wollen nun verdeutlichen, wie man mit soldhen Spiegelungerrechnen kann.
Wir werden dies am Scnittpunkt der Mittelsenkrechten und am Sdnittpunkt der
HeheneinesDreieds zeigen.Der Satz vom Schnitt der Mittelsenkrechten sichert die
Konsistenz der Vorstellung, da SpiegelungerLangeneubertragen. In einer hypothe-
tischen Konstruktion von Quasispiegelungenfer die der Mittelsenkrechtensatz nicht
zutrit, kann die Interpretation, da die Spiegelungenangertreu sind und dadurch
den Langervergleich ermeglichen, nicht konsistert sein.

Zunadst zeigenwir, wie man eine Gerade g konstruiert, die mit zwei anderen,
ma und m¢, im Besdel liegt und durch einen Punkt B geh, der nicht auf diesen
beidenGeradenliegt (Abb. A.4). Dazu spiegelnwir B an m, (maBmg = C) und m¢
(m¢cBm¢ = A). Die Verbindungena = (B;C) und c= (B;A) sind nun senkretit zu
m, bzw. m¢ und de nieren die Punkte M3 = am, und M = cm¢. Wir spiegelnnun B
an der Verbindungsgeradend = (M 4; M) und konstruieren sodasLot e = (B;dBd)
aus B auf d. Die drei Geraden a;e;c gehenalle durch B, ihr Produkt g = aecist
also eine Gerade, die naterrlich auch durch B geht. Wir zeigen,da sie mit m, und
m¢ im Beischel liegt:

MagMe = maaecm, = MaeM¢ = ddMaeM. = dMdeM; = dM edM; :

DiesesProdukt ist wieder eine Gerade, dM 4 e dM. = h, weil dM4, e und dM.. alle
senkredit auf der gleichen Geradend stehen,alsoim Besdel liegenund ihr Produkt
eine Geradeh seinmu . Damit erfellt g das Konstruktionsziel. { Nehmen wir nun
an, wir haben im Dreieck AB C die Mittelsenkrechten m, und m¢ konstruiert
(Abb. A.5). Dann gilt de nitionsgemea

mA=Bme; Cmg= myB :

Wir ziehen nun die Gerade g durch B, die mit den beiden Mittelsenkrechten im
Besdel liegt (d.h. im einfachsten Falle, die durch dengemeinsamerPunkt der beiden



Abbildung A.4: Die Verbindung mit ei-
nem virtuellen Besdeltrager

Zwei Geradenm, und m¢ sind gegelen. Ge-
sudt ist eine Gerade g, die mit den beiden
im Besdel liegt und durch den Punkt B
geht. Wir bestimmen zuerstdie Spiegelpunk-
te A= mcBm¢c und C = magBm, und dann
die Mittelpunkte M, = am, und M = cmc,
die wir durch d verbinden. Auf diesefallen
wir aus B das Lot e und nden g in spie-
gelbildlicher Lage zu e, wenn wir uns auf die
Verbindungena = [B;C] und c= [B;A] be-
ziehen.
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Abbildung A.5: Der Mittelsenkrechten-
satz. 1.

Zu den beiden Mittelsenkrechten m. und my,
ziehenwir die Geradeg durch B, die mit den
beiden Mittelsenkrechten im Beusdel liegt.
Das Produkt der drei Geradenm,, g und m¢
ist per Axiom wieder eine Gerade h. Man
kann zeigen, da diese Gerade die Mittel-
senkredite von A und C ist.

Mittelsenkrechten geht). Dann gilt einerseitsgB = B g, andererseitsist das Produkt
der drei Geradenmg, g und m. per Axiom wieder eine Gerade h:

Magme=h:

(A.1)

Diese Geradeist aber die Mittelsenkrechte von A und C:

hA = magmcA = magBme = maBgme = Cmagme= Ch:

Damit ist der Mittelsenkrechtensatz bewiesen Wir kennenaud umgekehrt mit dem
Mittelsenkrechtensatz zeigen,da dasProdukt dreier im Busdel liegenderGeraden
wieder eine Geradeseinmu . Dazu verfolgenwir die Konstruktion einfac reckwarts.

Bevor wir zum Hehensatzkommen, zeigenwir noch, da ein Produkt AgB aus
zwei Punkten A und B und einer Geraden g genaudann eine Gerade h ist, wenn
g lotrecht zu der Verbindung von A und B ist (Abb. A.6). Wir betrachten nur
den nichttrivialen Fall, da A 6 B. Auf der Verbindungsgeradenc errichten wir
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Abbildung A.6: Das Produkt AgB Abbildung A.7: Der Hohensatz.I1.

Steht die Gerade g auf der Verbindungslinie Wir zeichnen in einem Dreiek A;B;C

AB senkrett, soist das Produkt AgB der die Hehen hg,;hy;he und ihre Fu punkte

drei entsprechenden Spiegelungenwieder ei- F4; Fp; Fc. Zu den Hehenzeichnenwir in den

ne Geradenspiegelund, wobeih in AB spie- Ecken die spiegelbildlich liegenden Geraden

gelbildlich zu g liegt. ka = bhyc, kp = chpa und ke = ahcb. Wir
spiegelndann k, an b (r, = bkyb) und an c
(re = ckyc), fallen auf beide Spiegelungerdie
Lote ausF4 (Sp = (Fa;rp) und sc = (Fa;re)).
Sdhlie lic h spiegelnwir k, an a (t; = akya).
Das Produkt FakpF. = u ist eine Gerade,
eben das Produkt hhphe.

die beiden Lote g = Ac und r = Bc. Ist nun AgB eine Gerade, so ist es auch
cAgBc = qgr, und das geshieht genaudann, wenn g; g;r im Besdel liegen, d.h.,
wenn g ebenfalls auf ¢ senkretit steht. Das Produkt AgB ist damit ebenfalls auf c
senkretit. Ahnlichesgilt fur ein Produkt gAh. Ein solthes Produkt ist genaudann
wieder ein Punkt B, wenn g und h ein gemeinsamed.ot ¢ haben und der Punkt A
auf diesemLot liegt. { Nun kennenwir den Hehensatz(Abb. A.7) beweisen.In einem
Dreiek A;B;C mit a= (B;C), b= (C;A), c= (A; B) konstruieren wir die Hehen
ha; hp; he als Verbindungslinienhg = (A; aAa), hy = (B;bBb) und he = (C;cCc). Die
Fu punkte sind dann die Produkte F5 = ah,, Fp = bhy und F¢; = ch.. Die Produkte
der sich in den Ecken tre enden Geradenbezeitinen wir mit k; = bhyc, ky = chpa
und k; = ahcb. Die Geradenh, und k, liegenalso symmetrisch zu bund ¢ usw. Nun
bestimmenwir noch fenf Hilfsgeraden,indem wir etwa k; an b und c¢ spiegelnund
so die Geradenry = bkybund ro = ckyc nden und { wenn die Seiten des Dreiedks
nicht paarweiseaufeinander senkretit stehen,alsoabc6 1 ist { sdilie lich ausF,
die Lote sy, = (Fa;rp) und sc = (Fa;rc) auf diesebeiden Geradenfallen. Die fenfte
Geradeist t; = akpa. Nun kennenwir mit der algebraishien Berechnung beginnen.
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Zum ersten liegen die beiden Lote s, und s spiegelbildlich zu a:

aspa = aFaSpFad = haspha = ha(Fa;rp)ha = (haFaha;harpha) = (Fairc) = sc;
weil

harpha = habksbhy = habbhcbh, = cbhy = cbhyec= ckye= e :
Zum zweiten rechnen wir nach, da

FarcFc = ahareche = ahackacche = abbhckyhe = ablgkahe = abh, = ake.a

eine Geradeist. Der Punkt F. liegt alsoauf dem Lot, dasausF, auf r; gefallt werden
kann, d.h., auf sc. Zum dritten zeigenwir, da kp auch auf s; senkretit steht. Dazu
beretinen wir das Produkt

rpFata = bkgbahyakpa = bkybhgkya = bkskacksa = beka = bh, = Fy -

Die Geradet, = akpa ist alsosenkretit auf dem Lot (Fg;ryp) = Sp, alsoist ky = atza
senkredit auf asya = s¢. Da nun aber savohl F, als auch F¢ auf s¢ liegen und ky
senkrett s ist, mu das Produkt F kpF: = u eine Geradesein. Da aber

hchbha = hcccrbaaha = Fckaa =u

auch gleich dieser Geradenist, liegen die drei Hohen im Besdel. Das wollten wir
zeigen.

Sdlie lich prefen wir, da der Sdnittpunkt der Mittelsenkrechten auch der
Hehensanittpunkt desSeitenmittendreieds ist. Dasist nur dann unmittelbar klar,
wenn das Parallelenaxiom gilt: Dann ist namlich die Verbindung der Seitenmitten
Ma und M. parallel zur Seite b und das Lot in My, auch senkretit auf dieser Ver-
bindung, ist alsoHeheim Seitenmittendreiedk. Gilt das Parallelenaxiom aber nicht,
dann mu gerade gezeigt werden, da die Mittelsenkrechte my senkre&it auf der
Verbindung M M. ist. Wir sehenan der Konstruktion in Abb. A.5 und in Glei-
chung (A.1), da mympym¢ = g eine Geradeist und durch den Punkt B geh, d.h.,
BgB = g. Die Seitena und c gehenaber auch durch B, deshalbist agc auch eine
Geradedurch B. Das formen wir um in

agc = amgmpmec= MagmpMg :

Das Produkt MomyM ist eine Gerade. Folglich stent my senkretit auf der Ver-
bindung MM, ist also Hehe im Seitenmittendreiedk. Dual zu dieser Ableitung ist
der Beweis, da die Hohen einesDreiedks auch Winkelhalbierendeim Dreiedk der
Fu punkte sind.

Fur weiterfahrende Darstellungen verweisenwir auf das Buch von F.Bachmann
[4] und andere Literatur [118 119 120 128 129 130. Die algebraistie Methode
erlaubt, soman sich an die Formalisierung gewshnt hat, auch dann noch schnell und
zuverlassig Schlessezu ziehen, wenn die Zeichnung unerquicklich kompliziert wird.
Dareberhinausere net sie auch neue M eglichkeiten desRednens.Dennoch seidem
Leser empfohlen, einen Blick in die Beicher aus der hohen Zeit der synthetischen
Geometrie zu werfen [111, 126, 127.
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Anhang B

Transformationen

B.1 Ko ordinaten

Ublicherweise bezeidbinet man die Punkte eines Raums oder der Welt durch Ko-
ordinaten. Das sind Zahlenwerte, die uns so etwas wie raumliche Entfernungen in
versdiedene Richtungen oder auch zeitliche Intervalle angelen. Die De nition von
Koordinaten selbst kann axiomatisch versudit werden, sie kann aber auch explizit
erfolgen.

Zunadst entstehen Koordinaten nicht anders als durch eine willk erliche, aber
stetige Zuordnung von Zahlenkombinationen zu den einzelnenPunkten desRaums,
bzw. den einzelnen Ereignissender Welt (Abb. B.1). Wir sind frei, andere Koor-
dinaten zu substituieren. Es ist eine zweite Frage, wie die Besdireibung der uns
interessierendenObjekte solthen Substitutionen anzupasserist. Mit Ausnahmeder
allgemeinenRelativit atstheorie wird dieseFreiheit nicht voll eingesetzt.Statt dessen
beruft man sich auf die Notwendigkeit, die existierende Bewegungsgruppe einfach
darzustellen. Eine Bewegungversdiebt die Punkte und Figuren in neue Positionen
und Orientierungen. Nehmen wir an, es gebe eine Untergruppe derart, da esfur
jeden Punkt A genauein Elemert der Untergruppe gibt, das einen Ursprung O in
A versdiebt. Dann nehmenwir einfach die Besdreibung der Elemente der Unter-
gruppe als Koordinaten. Aber auch jetzt ist die Zuordnung der Koordinaten, das
Koordinatensystem, nicht eindeutig. Die Transformationen, die unsere Darstellung
nicht steren, sind die Automorphismen der Gruppe. Bei solth einer Transformati-
on erzeugt die einfache Substitution der alten Koordinaten durch neue (die passiwe
Transformation) das gleiche Resultat wie die physikalische Bewegungaller Objekte
in die von den neuenKoordinaten bezeitineten Positionen (aktiv e Transformation).
Bei richtiger Redhnung sind passiwe Transformationen zunachst nicht eingestrankt.
Die Auswahl der Bewegungenertsteht erst durch den Vergleid. In diesem Sinne
sind Bewegungendie Transformationen, die savohl aktiv als auch passivausgetihrt
werden kennenund dann das gleiche Ergebnis habent.

YIn der allgemeinen Relativit atstheorie ist die Bewegungsgruppe in den meisten Fallen trivi-
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In der Physik gehenwir implizit vor. Das erste Newtonsde Axiom der Mecha-
nik sagtuns,da esKoordinatensystemegibt, in denendie kr aftefreien Bewegungen
geradlinig und gleichfermig verlaufen. Wir kennen uns dann uber die Relation zu
den Weltlinien vierer freier Kerper ein zunadst lineares Bezugssystenkonstruieren.
Nach linearer Transformation einessolthen Bezugssystemserhalten wir ein anderes
lineares Bezugssystem.Das dritte Newtonsdie Axiom (in der Huygenssben Fas-
sung) liefert uns den Impulssatz(Abb. 3.7) und mit ihm ein Ma im Raum und Zeit.
Der Impulssatz impliziert die Existenz einer (tr agen) Masse,die die Gestwindigkei-
ten wichtet, damit ein Erhaltungssatz erreicht wird. Die tr ageMasseerweist sich als
Eigenstaft der Kerper. Das lineare Bezugssystem,n welchem die Massenisotrop,
also unabhangig von der Bewegungsrititung, sind, hei en Inertialsysteme. Inertial-
systemesind Cartesishie Koordinatensystemeder Raum-Zeit. Die Forderung nach
Isotropie der Massenschat die Meglichkeit, Langen von Stredken versdiedener
Richtung zu vergleihen. Die Sto gur de niert einenKreis, d.h. den geometrishien
Ort von Punkten, die gleich weit vom Zerntrum entfernt sind. Wenn wir daran die
Abstande messen,werden umgekehrt die Massenisotrop. Im allgemeine zersteren
lineare Transformationen die Inertialsysteme. Nur eine Untergruppe der linearen
Transformationen { die geometristien Bewegungenin der Raum-Zeit { scha en aus
Inertialsystemen wieder Inertialsysteme. Wie dieseUntergrupp e aussieh, hangt da-
von ab, wie sich die MasseeinesObjekts mit der Gesdwindigkeit andert.

Lineare Koordinatensystemekennen auch dann existieren, wenn keine krafte-
freien Teilchen existieren. Nehmen wir ein homogenesGravitationsfeld. Alle Ob-
jekte fallen mit der gleichen Besdleunigung. Akzeptieren wir ein Bezugsoljekt mit
eben dieserBesdtleunigung, ersdeinendie Weltlinien als ubliche Geraden,d.h. Kur-
ven, die durch einelineare Bezielung zwisden geeignetenKoordinaten ihrer Punkte
bestrrieben werden kennen (Abb. B.2). Das ist das Konzept desfrei fallenden Be-
obadters. Es erlaubt in der allgemeinenRelativit atstheorie die Einfehrung lokaler
Inertialsysteme und die Anwendung der speziellen Relativit atstheorie, saveit das
Bezugssystemals linear angesehernwerden kann. In der mathematischen Abstrakti-
on sind die Weltlinien immer Geraden, weil die de nierenden Relationen nicht von
Koordinaten abhangen.

B.2 Inertialsysteme

Ist die Massevon der Gesdwindigkeit unabhangig, sowie wir dasim Groben durch-
aus bestatigt nden, sind esdie Galilei-T ransformationen, die zwischen Inertialsy-

al, d.h., sie enthalt nur das Eins-Element, das eberhaupt nichts bewegt, und nur die sogenann-
ten algebraisth speziellen Lesungen gestatten nicht-triviale Bewegungsgruppen. Nur in Ausnah-
mefallen enthalt die Bewegungsgruppe eine transitiv e Untergrupp e, die zur eindeutigen De niti-
on von Koordinaten benutzt werden kann. Der deSitter-Kosmos (Kapitel 7) hat eine maximale
Bewegungsgruppe.
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stemenvermitteln. In der Ort-Zeit-Eb ene schreiben wir

t . t to,
() = G+ ()
d:h:;

t = t+tg;

X = X vt+ Xg:

Hier ist v die Relativgesdwindigkeit der beiden Bezugssystemegegeneinandertg
eine Verstiebung desNullpunktes der Zeit, xg eine Versdiebung desUrsprungsim
Raum. Die Matrix

1, O

v: 1

ist der formelseitige Ausdruck der Galilei-Drehung, wie wir sie konstruktiv darge-
stellt haben. Das Produkt zweier solther Matrizen ist wieder von gleicher Gestalt,
wir haben esmit einer Bewegungsgruppe zu tun. Bei der Zusammensetzungzweier
Galilei-Transformationen addiert sich die Gesdwindigkeit (Gv1]Gvq] = Qv + v2)).
In einer vierdimensionalen Raum-Zeit meissenwir auch raumliche Drehungen ein-
schlie en, und die Galilei-Transformationen werden durch

t

gv] =

_ oo b to, .
(X ) - G[Avv](x)+ (XO),
d:h:;
t = t+tg;
X = AX Vvt+ XXg

gegelen. DieseTransformationenbilden die Bewegungsgruppe der Newtonsden Me-
chanik, die Galilei-Grupp e. Transformationen ohne Rotation bilden eine kommuta-
tive Untergruppe,

GE;vilGE; vo] = GE;vo]GE; vi] = GE;vy + Vo] -

Gesdtwindigkeiten werden durch Addition zusammengesetzt.
Die Wellengleidhwung fur eine Erregung

16 @ @ @,

2@ @ @ @2
andert bei Galilei-Transformationen ihre Form. Es ersdeinen gemistite partielle
Ableitungen, und die durch Gleichung (B.1) bestiriebenelsotropie der Ausbreitung
versdwindet (Kapitel 4). Die Forderung nach universeller Isotropie der Lichtaus-
breitung ist die nach der Invarianz der Wellengleicwung, wenn c die Lichtgesdwin-
digkeit ist2. Die Transformationen zwischen den Inertialsystemen derrfen die Form

= Quelle; (B.1)

2Wenn esgelingt, Objekte und Me apparate allein aus Lesungeneiner Wellengleichung zu kon-
struieren, ergibt sich eine entsprechende Relativit at auch dann, wenn die Wellengestiwindigk eit
nicht die Lichtgeschwindigkeit ist und die Wellen einen Trager haben, der dann allerdings mit den
so konstruierten Me ger aten nicht erfa bar ist [54].
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Abbildung B.1: Einfache Koordinaten-
konstruktion

Ausgehendvon einer Basistragen wir in zwei

de nierte Richtungen ab, bis der zu bezeih-

nende Punkt erreicht ist. Die Koordinaten

sind die Anzahl der Schritte. Voraussetzung
fur ein soldhes Verfahren ist aber ein metri-

scher Raum: Man mu eine Stredke abtragen
kennen und auch einen rechten Winkel be-
sitzen, noch dazu mit Orientierung!
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Abbildung B.2: Frei fallende Bezugssy-
steme

Wir zeichnen drei Weltlinien mit gleicher
Besdleunigung. Es sind Parabeln. Lassen
wir einen Beobadter mit gleicher Besdleu-
nigung fallen (strichpunktierte Kurve) und
beziehendie raumliche Koordinate auf ihn,
nden wir geradeLinien in seinem Bezugs-
system (dreifach strichpunktierte Linie). So
wird mit der Versciebungvon F in F auch
E in E verstoben. Entsprechend wird das
krummlinige Dreieck AB C in das gewshnli-
che Dreiedk A B C versdoben.

der Wellengleidwung nicht antasten. Man kann zeigen,da solthe Transformationen
weiter linear sind. Im zweidimensionalenFall ist die (allgemeine homogene)lineare

Transformation
ct = ( ct X) ;
X = (x i)

eine Bewegung des neuen Ursprungs x
Bezugssystem.Die Koe zien ten

und

0 mit Gestwindigkeit v gegendas alte
messennoch bestimmt werden. Die

Invarianz der zweidimensionalenWellengleitwung bedeutet

Wir erhalten diese Werte auch auf dem Umweg eber die in Abbildung 5.1 ein-

gefuhrten Lichtkoordinaten. Dort wurde gezeigt, da das Produkt

P [P] =



B.2. INERTIALSYSTEME 177

[S[P]] [SIP]] erhalten bleibt. Das ist unserer Formel fur die (spezielle) Lorentz-
Transformation®

ct ct cto
= LJv + ;
(y) = LMD+ ()
ct  Ix
ct = q7°2+ct0;
1 &
X fct
X = q72+X0
1z

aquivalert. Wieder ist die Matrix L [Vielativ ] der formelseitige Ausdruck der Drehung,

wieder bilden die Transformationen eine Gruppe, wieder ndet man die Zusammen-
setzungder Gesdwindigkeiten mit L[vi]L[v2] = L[V]. Jedoch ist die Zusammenset-
zung nun nicht mehr linear. Wir erhalten statt dessenEinsteins Additionstheorem

der Gesdwindigkeiten,

_ Vit Vvp

- Vivp
1+ -

(B.2)

Folglich tragt die Relativgestwindigkeit nicht mehr den Charakter einesWinkels,
den wir als additiven Parameter der Drehungen kennen. Sieist vielmehr der hyper-
bolische Tangenseinessolthen Parameters,denn Gleichung (B.2) ist das Additions-
theorem dieser Wink elfunktion:

tanh[ 1]+ tanh[ 2]
1+ tanh[ {Jtanh[ 5]

tanh[ 1+ 2] =

In der vierdimensionalen Raum-Zeit werden die speziellen Lorentz-Transforma-
tionen

ct . . _ct
(0 )= LEVIC) (®.3)

durch die Formeln

ct VX

ct = qic
1 vz
2
VX t
_ v NZ .
X = X VX + Vg e——
1z

gegelen. Die speziellen Lorentz-Transformationen bilden in der vierdimensiona-
len Raum-Zeit keine Untergruppe: Sind die Gestwindigkeiten v1 und v, nicht

3Wir lassendie Translationen desUrsprungs (x = X+ Xo,t = t+ to) hier weg. Sie bilden eine
Untergrupp e. Werden sie in die Lorentz-Grupp e einbezogen,spricht von der inhomogenen Grupp e
oder Poincare-Gruppe.
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parallel, enthalt das Produkt der speziellen Lorentz-Transformationen immer ei-
ne Drehung. Das ist Ausdruck der Kr ummung des Gesdwindigkeitsraums und der
Thomas-Prazession Der Gestwindigkeitsraum erhalt eine hyperbolische Geometrie
[140 1417]. Er bleibt euklidisch im Kleinen, hat aber negative Kr ummung. In der Ebe-
ne besdireiben die Gestwindigkeitskoordinaten Kleins Modell der nichteuklidischen
Geometrie (Abschnitt D.3).

Der Gestwwindigkeitsraum ist eine Projektion der Zeit- oder Massenshalen. Mit
dem hyperbolischen Winkel kennen auch hier Polarkoordinaten analog der Kugel
eingekihrt werden.Der Unterschied bestelt darin, da auf der Kugel die Kreise fester
Poldistanz jenseitsdesAquators wiederkleiner werdenund die doppelte Poldistanz
desAquators die Kugel vollstandig eberdedt. Auf der Zeitschale, der Massenshale,
dem Gesdwindigkeitsraum kann die Poldistanz dagegenunbesdirankt wadsen.

Die Invarianz der Wellengleidwung zieht die Invarianz desLinienelemeris

X .
ds® = ?dt?> dx? dy®? dz?= i dx'dxk

mit

o

oopR
oR O
R OO

o 0.
’ ; O§ : (B.4)
0; 0; 0; 1

.

nach sich. Diesist Ausdruck desSatzesdesPythagoras (Abb. 5.2). Ein Linienelemert
wird zur Bestimmung der Bogenlange einer Kurv e gebraudit. In der euklidischen
Geometrie nehmenwir eine Kurve Q[ 1= [X[ I;y[ ]l und teilen siein in nitesimal

kleine Segmete, die ihrerseits nach Pythagoras

dQl QL +d 1= (X[ +d 1 x[ D2+ ([ +d ] y[ D)2
ausgevertet und dann integriert werden. Der Ausdruck

ds?= (x[ +d 1 x[D*+ (y[ +d 1 y[D?=dx*+dy?

ist das euklidische Linienelemert. Substituieren wir allgemeine Koordinaten (x =
x[ 1 2Jundy=y[1; ?]), entsteht eine allgemeinequadratische Form,

X :
d82 = gikd 'd 2 .
ik
Diese Form kann einfach auf hehere Dimensionenund variable Koe zien ten verall-
gemeinertwerden.
Auf der Weltlinie einesruhenden Kerpers andern sich x, y und z nicht. Das

Linienelement besdtreibt daherim allgemeinenFalle den Verlauf der Eigenzeit, den
Gang der Uhr, deren Fahrplan die betre ende Weltlinie ist, d.h.,

d =}ds:
c
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Wir erhalten die Vierergestwindigkeit als normierte Tangerte der Weltlinie xh =
x'[ ], (i = 0;:::;3). Sieist der Zuwachs der vier Koordinaten mit der Eigenzeit,

1

dx!
u'= g = a=—=Cviwivel
1 \4
d

Die erste Komponerte besdireibt die Zeitdilatation. Die Eigenzeitintervalle sind im-
mer um den Faktor  kleiner als die entsprechenden Intervalle der Systemzeit.

Der Viererimpuls ertsteht nach Multiplik ation der Vierergesdwindigkeit mit der
Ruhmasse,d.h.,

. . m
p'= mou' = qiovz[c;vx;vy;vz] : (B.5)
2

Newtons drittes Axiom mu die Form

Mo X :
Pa= P (B.6)

erhalten. In dem bestriebenenProze stoen M Teilchen mit den Viererimpulsen
p' s zusammenund bilden N Teilchen mit den Viererimpulsen p'g . Newtons zweites
Axiom verknepft die einzelnenAnderungen der Impulse mit der Kraft, d.h.,
. dp'
F'= =
d
: : L P i

Die Sto b edingung (B.6) mu ebensowie die Konstanz der Ruhmasse( i p'pk =
mjc? = const) als Bedingungenan die Kr afte F' gelesenwerden.

Die dreidimensional bewertete tr age Masseist durch

gegelen. Diese Gleichung kennenwir als Gestwindigkeitsabhangigkeit der Masse
(Gl. 5.4). Siemu beobaditet werden, wenn esrichtig ist, die Mechanik der univer-
sell isotropen Lichtausbreitung anzupassenlst die tr age Massegestiwindigkeitsun-
abhangig, kann die Mechanik nur invariant gegendie Galilei-Grupp e sein.

B.3 Riemann-R aume, Einstein-W elten

Wenn wir den Lichtstrahl als Paradigma der geraden Linie akzeptieren und ein
Scwerefeld die Lichtausbreitung beeinut, fallen alle Ho n ungen auf lineare Ko-
ordinaten zusammen.Die homogeneoder gar euklidische Geometrie desRaums bzw.
die Mink owski-Geometrie der Welt ist dann eine lokale Naherung, die nur so weit



180 ANHANG B. TRANSFORMATIONEN

verwendet werden darf, wie sich die Inhomogenitat des Scwerefeldesnicht bemerk-
bar macht. Setzenwir Experimente an, in denensie sich bemerkbar madt, etwa bei
der Bewegungim interplanetaren Raum, kennen Raum und Welt nicht als homo-
gen angeseherwerden. Wir meissenakzeptieren, da die Wellengleidhwung variable
(allgemeine) Koe zien ten hat, d.h.,

ik @ _ ) . )
Pl— = Quelle; erste Ableitungen : B.7
lhre Invarianz fehrt auf ein ebenfalls invariantes Linienelemert
2 X i qok
ds” = Ok [P]dx'dx (B.8)
ik
mit
X 1 furi = k
| Ik = k =
997 7% 9 furi6k

Wir meisseneinsehen,da Koordinaten nun nicht mehr wie in homogenenRaumen
durch Bewegungsgruppende niert werdenkennen.Die Substitution allgemeinerKo-
ordinaten mu zugelasserwerden, und die Besdireibung aller Objekte hat sich dem
anzupassen.Diese Anpassung heit allgemeine Kovarianz. Beginnt man die Kon-
struktion der Geometrie mit beliebigen Koordinaten, ist das Linienelemert (B.8)
der zertrale Begri. Es bleibt eine modi zierte Form des Satzesdes Pythagoras,
genauereine quadratische Form der Koordinatendi erenzen dx'. Das Koe zien ten-
schema g, variiert mit dem Ort. { Weil der Abstand zweier Punkte nicht von den
Koordinaten abhangen kann, derfen Substitutionen neuer Koordinaten den Wert
des Ausdrucks (B.8) nicht andern. Folglich erfordert jede Substitution neuer Koor-
dinaten ein bestimmtes TransformationsgesetZer das Koe zien tenschema gi , das
dann metrischer Tensorgenann wird. Der Bezugsfall(B.4) heit Mink owski-Tensor.

Die beiden Tensorengy und g¥ sind zueinander invers, aber nicht mehr nu-
merisch gleich wie in der Mink owski-Geometrie. Bei Koordinatentransformationen
verhalten sie sich versdieden. Die Substitution neuer Koordinaten in Gleichung
(B.7) ergibt das Transformationsgesetz

gik:X gIm@iC&k.
I 1
Im @ @m
wobei die bei der Substitution auftauchendenersten Ableitungen einer gesonderten
Behandlung bedeirfen. Gleichung (B.8) ergibt

_X @ @
gk = glm@W-

Im
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Die uberragendeBedeutung der Anpassungan allgemeine Koordinatensubstitutio-
nen fuhrt auf die De nition von Vektoren und Tensorengeradevegsdurch die impli-
zierten TransformationsgesetzeVektoren und Tensorenwerden transformiert durch
Substitution kombiniert mit der Multiplik ation mit einer Reihe von Jacobi-Matrizen
(%). Zu jedem Index gebhort ein Jacobi-Faktor, zu einem unteren (@(@), zu ei-
nem oberen(%). Entsprechend der Indexstellung spricht man von kovarianten und
kontravarianten Vektoren* und Tensoren.Das allgemeine Transformationsgesetzst
homogen:

D S & . X @M
A= AlEZ_o B L= BiE.——u
| T - m::: @& K

X K X
A B = AMB,
K m

Objekte desgleichen Transformationstyps bilden eine Vektoralgebra, siekennenver-
glichen und addiert werden und mit einem (skalaren) Faktor multipliziert werden.
Ein Skalar ist ein Objekt, das nur substituiert, aber mit keiner Jacobi-Matrix mul-
tipliziert wird, also keinen Index tr agt. Wir messenzwiscen unteren und oberen
Indizes, d.h. zwisdhen Objekten verstiedenenTransformationstyps, gut unterschei-
den. In einer forminvarianten Gleichung messenalle Terme zum gleichen Transfor-
mationstyp geheren.

Es ist sehr wichtig, da sich { nach diesen Vereirbarungen { bei Summation
eber ein Paar aus oberemund unterem Index die Transformationsmatrizen keirzen.
Das ist auch der Anla, die Einsteinsche Summationskonventioneinzufahren. Wir
werdenin Zukunft die Summationszeitien weglassenund automatisch Summation
verlangen, wenn in einene,Term der gleiche Buchstabe sanvohl oben als auch unten
ersdeint. An Stellevon A™B,, sdreiben wir einfach A™B,. Von hier an wird

dieseKonvertion berutzt.m

Der erste kontravariante Vektor ist die Positionsanderung dx'. Sein Transfor-
mationsgesetzist die Darstellung destotalen Di eren tials. Daraus leitet sich ganz
einfach die Vierergestwindigkeit u' = dx'=d ab. Der erste kovariante Vektor ist
der Gradient @ =@' eines Potentials . Sein Transformationsgesetzist identisch
mit der Kettenregel fur partielle Ableitungen. Das Produkt

_@ o K@ k. -
d = —dx = ——dx" ; zur Erinnerung!
&~ ( @ a)
ist das skalare totale Di erential desPotertials .

In der Newtonsdhen Mechanik wird eine konsenative Kraft (Schwerkraft, elek-
trostatische Anziehung oder Absto ung) durch den Gradienten einesPotertials be-
sdhrieben. Auch in der kanonisdhen Mechanik ist die Anderung der Impulskoordina-
ten gleich dem Gradienten der Hamilton-Funktion. Deshalb sind Kraft und Impuls

*In diesemBild tragen Vektoren genau einen Index.
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zunachst kovariante Vektoren. Die Bezielung zwischen Impuls und Gesdwindigkeit
enthalt dann ganzo en die Metrik:

% =Fi = ? = di(mikuk) = di(gik mouX) :
In allgemeinenKoordinaten kann ersictlich die in p; = my uk ersheinendeMasse
anisotrop sein. Es ist eine physikalische Erfahrung, da dieseAnisotropie als Metrik
angeseherwerden kann. Dem haben wir erntsprochen, als wir in Kapitel 3 den Kreis
an symmetrischen Ste en de niert haben. Die Anisotropie wird vellig unsichtbar,
wenn sich die Kraftgesetze ausstilie lic h auf dieseMetrik stetzen [29]. Das Beispiel
dafer ist ein Potential, dasder Wellengleidung® (B.7) mit dem Inversenvon g als
Koe zien tenschema g . Anisotropie zwiscen tr ager Masseund Wellengleitungen
kann man testen [81]. Trotz einer Genauigkeit von 10 4 ist nichts gefundenworden.

In der Struktur des metrischen Tensorsund seiner Anderung in Ort und Zeit
sind die charakteristische Signatur und die Kr ammung erthalten. Die allgemeine
Behandlung eines soldhen metrischen Raums fehrt auf die Riemannsche Geome-
trie inhomogengekreammter Raume und die Einsteinsche Geometrie inhomogenge-
kremmter Welten. Die Wahl der Koordinaten und die Vektoralgebra meissenformal
auseinandergehalterwerden.Die Koordinatenwahl bleibt ja vollstandig frei (wir kon-
struieren alles vollstandig kovariant), die Vektoralgebra bleibt lokal. Das heit, wir
konstruieren die Vektoralgebrenan jedem Punkt einzeln, die Vektorraume sind den
Tangertialebenenan gekrammten Flachen analogund behalten die euklidische oder
pseudauklidische Geometrie, was nichts anderesheit, alsda daseuklidische bzw.
pseudceuklidische Skalarprodukt unverandert bleibt. Die Operationen der Vektoral-
gebrawie die Multiplik ation von Vektoren mit Skalaren (Gl. (B.5)) und die Addition
(Gl. (B.6)) kennen an jedem Punkt ohne Berecksichtigung seiner Umgebung aus-
gefuhrt werden. Es ist aber eine neue Aufgabe, Vektoren an vershiedenenPunkten
zu vergleidhen, also etwa das zweite Newtonsde Axiom zu formulieren, in dem der
Impuls an zwei versdiedenen Ereignissen verglichen wird. Die Subtraktion eines
Vektors p'[ ] am Punkte P = [x'[ ]] von einemandern (p'[ + d ]) an einem Nach-
barpunkt (Q = P + dP = [x/[ ]+ dx']) ist nun eine Operation, die den (parallelen)
Transport desVektors p'[ ] von P nach Q einsdlie t. Die formale Entsprechung die-
serFeststellungist die Tatsace, da der einfache Zuwachs dp' nicht benutzt werden
kann: Sein Transformationsgesetzist nicht homogen, er gehert nicht zur Vektoral-
gebra. Der Paralleltransport von Vektoren durch den Raum oder die Welt erfordert
eine gesonderteVorsdrift, die in Einsteins allgemeiner Relativit atstheorie mit der
Orientierung an Geodaten abgeleitet wird, sowie wir dasin Kapitel 7 getan haben.
Alles dieskann in Beichern zur allgemeinenRelativit atstheorie gefundenwerden und
ist nicht GegenstanddiesesBuches.

5Die Gleichungen fur das elektromagnetische Feld wie fur das Gravitationsfeld sind am Ende
komplizierter. Dennoch enthalten sie nur die Metrik gix und auf ihr aufbauende Konstruktionen.



Anhang C

Pro jektiv e Geometrie

C.1 Algebra

Wir wollen hier nicht die axiomatische Begreindung der projektiven Geometrieunter-
sudhen, sondernauf ansdaulichem Wegedie Formalisierung nden, die ein einfaches
arithmetisches Nachvollziehen der geometristien Zusammenhangegestattet. Wegen
der ansdaulichen EUbertragung des Doppelverhaltnissesvon einer Geraden auf die
nachste (Abb. 8.5) benutzen wir fer wir die koordinatenseitige Darstellung der pro-
jektiven Ebeneein raumliches Strahlbusdel. Wir betten also die projektive Ebene
in einen dreidimensionalen Raum, wahlen ein Zentrum au erhalb der Ebene und
ersetzenGeraden und Punkte der projektiven Ebene durch Ebenenund Strahlen,
die von diesemZerntrum getragenwerden (Abb. C.1). Es seidaran erinnert, da wir
die Einsteinsche Summationskonvention benutzen.

Wir habensdon beider Ubertragung desDoppelverhaltnissesvon Geradezu Ge-
rade gesehengda man die Punkte einer Geradengenstig durch Strahlen von einem
Perspektivit atszertrum darstellt. Fer die Ebeneheit das,da wir die Punkte durch
Strahlen im dreidimensionalen Raum (ohne Besdirankung der Allgemeinheit mit
cartesistien Koordinaten) charakterisieren, derenRichtungskoe zien ten nur bis auf
einen Faktor bestimmt sind. Ein Punkt A ist durch ein Tripel [A1; A%; A%] gegelen,
wobei ein gemeinsamerFaktor keine Bedeutunghat: [A1; A2 ASJund [Al;AZ; A%
stellen denselten Punkt der projektiven Ebenedar. Diese Zeichenebene sei (wieder
ohneBesdrankung der Allgemeinheit) durch A3 = 1 gegeten. Auf der Zeichenebene
haben die Punkte also die cartesistien Koordinaten

Al A2
= A3 = A3 ; (C.1)
die tatsachlich von einem Faktor  unabheangig sind. Die Tripel [AY; A2; A3] listen
daher homogenePunktk oordinaten.

Die Geradender projektiven Ebenesind die Scnitte dieserEbenemit den Ebe-

nendurch denUrsprung. Strahlen durch den Ursprung in diesenEbenenentsprechen
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wiederum Punkten auf den Geradender Zeichenebene.Die Gleichung solder Strah-
len lautet

QA+ RA%+ A% = g AN = 0; (C.2)

wobei die Ebene durch das Trip el ihrer Richtungskoe zien ten g = [g1; O2; O3] ge-
geben ist. Wie bei den homogenenPunktk oordinaten ist wieder ein gemeinsamer
Faktor frei. Wir indizieren also Geradenloordinaten unten und Punktk oordinaten

obenund kennensodie Einsteinsche Summenlonvertion ohne Gefahr benutzen und

alle Summationszeitien weglassenSteht in einemProdukt der gleiche Index einmal

unten und einmal oben, wird automatisch sber ihn summiert werden.

Weil sowvohl Punkte als auch Geradendurch Koordinatentrip el besdrieben wer-
den, kann man eine Vertausdung ihrer Bedeutung untersuchen. Liest man in einer
Konstruktion alle homogenenPunktk oordinaten als Geradenkoordinaten und alle
Geradenloordinaten als Punktk oordinaten und vertaustht man den Scnitt zweier
Geradenmit der Verbindung zweier Punkte, entsteht wieder eine geltige Konstruk-
tion: Diesist die Dualitat in der projektiven Geometrie der Ebene,die wir versdie-
dertlich zitieren.

Die zweidimensionale projektive Ebenelat sich also am einfacdhsten mit der
dreidimensionalenlinearen Vektor-Algebra darstellen. Die Vektoren dieser Algebra
sind die Tripel homagener Koordinaten. Punkte bezei&inen wir mit Gro buc hsta-
ben. Wenn wir Gleichung (C.1) beaditen, sehenwir, da die Ferngeradealle Punkte
mit A3 = 0 erthalt. Aus den gewohnten cartesistien Koordinaten ( ; ) der Ebe-
ne werden projektive Koordinaten, indem wir diese Ebene als Ebene = 1 im
Raum au assen und jedem Punkt den Strahl ( ; ; ) zuordnen,fur den unbe-
stimmt bleibt, weil esdie Stelle auf dem Strahl bestimmt. Geraden bezeitinen wir
mit Kleinbuchstaben. Wieder sind die Koordinaten nur bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt, der u.U. sogewahlt werdenkann, da die Hessesige Normalform
ertsteht. Ein Punkt A = [A:A2; A%] liegt auf der Geradeng = [g1; 02; 03], wenn
gAK = Oist.

Die Vektoralgebra gestattet aber nicht nur Multiplik ation, sondernauch Additi-
on. Diesegestieht komponertenweise,etwa

(015 G2; 9s] + [h1;h2ihs] = [g1 + ha1jge + hojgs + hg) - (C.3)
Diese Addition ist unter homogenenlinearen Transformationen invariant, d.h.,
T(g+ h)y=Tg+ Th;
aber wir kennen nicht erwarten, Gleichung (C.3) als Addition zweier Geraden (die
ja die Tripel g und h nicht eindeutig bestimmen) interpretieren zu derfen. Wir rech-

nen mit einer soldhen Addition unter den Bedingungenlinearer Transformationen.
Projektiv invariant de nierte Relationen werden immer homaen in den einzelnen
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Zentrum

Abbildung C.1: HomogeneKoordinaten

Zwei Ebenen ; und 5 durch das Zentrum
schneidensich langseinesStrahls a durch das
Zertrum. Ebenenund Strahl schneiden die
Zeichenelenein zwei Geradeng; und g, und
dem Punkt A. Wir charakterisieren die Ge-
rade der Zeichenekene durch eine Ebeneim
Raum, die allein von der Richtung ihre Nor-
malenbestimmt ist. Wir charakterisierenden
Punkt der Zeichenebene durch einen Strahl
im Raum, der wieder allein durch seineRich-
tung bestimmt ist. Der Betrag dieser Rich-
tungsvektoren spielt keine Rolle.
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Abbildung C.2: Projektive Koordinaten

Projektive Koordinaten werdenmit demhar-
monischen Wurf konstruiert, dessen Form
und Invarianz aus den Axiomen folgt. Auf
einer Basisgeradenmu man von drei Punk-
ten die Koordinate festlegen,etwa A mit der
Koordinate 0, B mit der Koordinate 1 und
F mit der Koordinate 1 . Wennwir nun eine
Basis[A; B] vervielfachen wollen, suchen wir
denPunkt C, der zusammenmit A die Punk-
te [B; F] harmonisch teilt. Dadurch kann die
Basis uber die gesante Gerade ubertragen
werden.

Variablen sein. Dasist im ebrigen auch ein ganz brauchbarer Test, da man richtig
geredinet hat. Wenn man also etwa eine Formel

P = P[A =505 B]

gefundenhat, dann sollte man prefen, ob eswirklich Exponerten gibt, fer die

A g

]: na ... ng::

: EB PIA; g Bl

gilt. Findet man soldhe Homogenitat nicht, sollte man einenFehlerin der Recdhnung
suchen. Hat man aber richtig geredinet und ndet dennoch keine Homogenitat, dann
ist P nur Objekt deslinearen Raums,in demwir geredinet haben, nicht aber Objekt
der projektiven Ebene.

Wir kennen ein Netz projektiver Koordinaten (Abb. C.2) so aufbauen,da die
Koordinaten auf jeder einzelnenGeradenein Doppelverhaltnis darstellen. Sind vier
Punkte auf einer Geraden gegelen und kann das Doppelverhaltnis der vier ersten
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Koordinaten, der vier zweiten oder der vier dritten beredinet werden, so sollen al-
le drei gleich dem Doppelverhaltnis der vier Punkte sein, so wie man es rekursiv
aus einem harmonischen Wurf bestimmen kann. Das Mittel der Ubertragung von
Stredken, das zur Koordinatenkonstruktion vorhanden sein mu, ist hier der har-
monisthe Wurf. Nacheinander angevendet, erzeugter eine gleichma ige Teilung der
Geraden, die darauf durch harmoniscte Teilung verfeinert werden kann. Die Dop-
pelverhaltnisse werden dann zu Koordinaten. Es ist nicht netig, zur Bestimmung
projektiver Koordinaten etwa cartesistie Koordinaten der euklidischen Ebeneim
Hinterkopf bereitzuhalten.

Wir de nieren nun die Produkte der Vektoralgebra, die wir fer unsereRecnun-
gen benetigen werden. Eben haben wir bereits das Skalarprodukt verwendet. Damit
bezeitinen wir die Bildung

hg; Ai &' g Ak (C.4)

Punkt und Geradekann man immer skalar multiplizieren, zwei Punkte oder zwei Ge-
raden soeinfach jedoch nicht!. Das Skalarprodukt von Punkt und Geradentestet die
Inzidenz, ob der Punkt A auf der Geradeng liegt oder die Geradeg durch den Punkt
A geft. Oft lat man auch die Klammern und dasKomma wegund verstelt in jeder
Formelzeile gA oder Ag als Skalarprodukt. Virtuell sind die Klammern naterlich
zu beaditen. Sie kennen nicht wie in gewohnlichen Produkten bewegt werden. Wir
werden sie immer setzen,damit Verwedslungen mit Grupp enoperationen vermie-
den werden. { Zwei Punkte werden durch das Kreuzpiodukt auf eine Gerade (die
Verbindungsgerade)abgebildet, zwei Geradenauf einen Punkt (den Scnittpunkt).
Wir de nieren entsprechend

def

a b= [axby agly; ashy  aihs; axby  axby]; (C.5)
und wir sdreiben dafer
(a b= “Maby; (A B)= wmA'B™:

Die dreifach indizierten Symbole i, und ¥'™ sind das Sigrum der entsprechenden
Permutationen. Das Permutationssymbol ist Null, falls zwei Indizes gleich sind, es
ist gleich +1, wenndie Permutation gerade,und 1, wenndie Permutation ungerade
ist. Soist PA; A Bi = hB;A Bi = 0. Die beidenPunkte A und B liegenauf der
GeradenA B, und das Duale gilt ebenfalls. Die beiden Geradeng und h gehen
durch den Punkt g h. Das Kreuzprodukt ist antisymmetrisch. Es gilt die wichtige
Formel

(A (g h)=g bAhi h g : (C.6)

YEin Skalarprodukt kann gegenlineare Transformationen nur invariant sein, wenn sich die Fak-
toren kontragredient transformieren, d.h. der eine Faktor mit dem Inversender Transformations-
matrix des anderen. Die beiden Faktoren messenalso verschiedenen Vektorr aumen angeheren. In
der euklidischen Geometrie, wo die Transformationsmatrizen orthogonal sind, fallt das nicht auf.
Im Gegerteil, dort wird das Skalarprodukt oft mit der Metrik identi ziert.
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Wieder lat man oft die Klammern wegund versteft in einer Formelzeile AB oder
gh als Kreuzprodukt. Wieder bleiben die Klammern virtuell praser und derfen
nicht bewegt werden. Das Kreuzprodukt AB ergibt die Koe zien ten der Verbin-
dungsgeraden,gh die des Scnittpunkts. { Aus Kreuzprodukt und Skalarprodukt
kombinieren wir das Spatprodukt. Ein Punkt ist kollinear mit zwei anderenPunkten,
wenn er auf deren Verbindungsgeradenliegt. Das Spatprodukt dreier Punkte

[P;QRIE nPXQR™ = P;Q R (€7

testet die Kollinearit at, das Spatprodukt dreier Geraden
[f;g:h] % K™ ghy = ;g hi

die Konkurrenz (das Schneidenin einem Punkt bzw. die Besdeleigenshaft). Das
Spatprodukt dreier kollinearer Punkte versdwindet ebensowie das dreier konkur-
renter Geraden. Es gilt die Regel

P;(Q R)i €'[P;QRI= R:P;QIE R (P Q)i; (C.8)

und so weiter. Die Regel (C.6) erweitert sich zu
(P Q (R S)=R [PQS] S [P;QR]: (C.9)

Sind im Spatprodukt zwei Faktoren proportional (im Sinne der homogenenKoor-
dinaten also gleidh), versdwinden das Kreuzprodukt und das Spatprodukt. Das
Spatprodukt kann als Volumen des Parallelepipeds aufgefat werden, das von den
Faktoren im euklidischen dreidimensionalenRaum aufgespann wird. { Sdlie lic h
benennenwir noch das direkte Produkt zweier Trip el. Es ist eine Matrix, die je nach
dem Charakter der Faktoren die Indizes oben oder unten tr agt:

P Q' EPQ; (P 9'w=Pa; (g hu=ah : (C.10)
Daraus folgt u.a.
(P Qg=P Mg :

Wenn uber mehrereVerbindungenund Sdnittpunkte geretinet werdenmu , er-
geben sich viele ineinandergeshadtelte Kreuzprodukte, die mit den Formeln (C.6),
(C.9) und

hg h;A Bi = hg;Bihh;Ai hg;Aihh; Bi
vereinfadt werden kennen. Darauf grendet die wichtige Zerlegungsformel
g (@ h+a (b g+b (g a=E[abig]; (C.11)

die fur alle g; a; b gilt, deren Spatprodukt nicht versdwindet.



188 ANHANG C. PROJEKTIVE GEOMETRIE

C.2 Pro jektiv e Abbildungen

Die Einfuhrung homogenerKoordinaten gestattet die Darstellung der projektiven
Beziehungen durch lineare Abbildungenim dreidimensionalenRaum. Die Vereinfa-
chung der Rechnung wird dabei mit der Erhehung der Dimension ,bezahli . Das
einfachste Beispiel einer linearen Abbildung ist die Parallelprojektion. Geradenblei-
ben Geraden, und alle Verhaltnisse auf den Geraden bleiben erhalten. Allgemein
werden aus projektiven Abbildungen der Ebenenun lineare homogeneAbbildungen
desRaums, wenn aus den Punkten der Ebenenun Geradendurch ein Zenrum des
Raums und aus den Geraden der Ebene nun Ebenen werden, die diesesZentrum
erthalten.
In unseremFalle gibt eszunadst vier Arten von linearen Abbildungen:

1. Abbildungen des Punktraums auf sich. Die entsprechenden Matrizen tragen
einen Index oben, einenunten: Q = T[Q]=TQ; Q X= TkQ".

2. Abbildungen desGeradenraumsauf sich. Die entsprechendenMatrizen tragen
einen Index oben, einenunten: g = U[g] = Ug; ¢, = Uk'g|.

3. Abbildungen desPunktraums auf den Geradenraum.Die entsprechendenMa-
trizen tragen beide Indizes unten: g = A[Q] = AQ; gk = AQ'.

4. Abbildungen desGeradenraumsauf den Punktraum. Die entsprechendenMa-
trizen tragen beide Indizes oben: Q = B[g] = Bg; QK = BKlg,.

Sind die Determinanten der erntsprechendenMatrizen von Null versdieden, de niert
eine Abbildung desPunktraums durch ihr Inversesimmer auch eine Abbildung des
Geradenraums,und esgilt2

TRUL = L T U ™= K bzw: AgpB™ = L BMA = L:

Mit U alsdemInversenvon T induziert die Abbildung desPunktraums auf sich eine
Abbildung desGeradenraumsauf sich. Die de nierende Forderung verlangt, da das
Bild Q desAufpunkts Q auf dem Bild g der Geradeng genaudann liegen soll,
wenn Q auf g liegt. Dabei ergeben sich gleiche Skalarprodukte:

aQ =gU/T Q" =g LQ™=gQ":

Eine projektive Abbildungist nun gerade solth ein Paar linearer Abbildungen.
Die entsprechende Abbildung der Geraden gestieht also mit der inversen Matrix
der Abbildung der Punkte: g = ¢gT 1,

(TQ)X = T5Q'; (aT Y= a(T Y : (C.12)

2Die Symbole [ stellen die Einheitsmatrix dar, alsoist £ = 1, falls k = I, und [ = 0, falls

k6l
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Wie in Abschnitt B.3 begrendet, nennenwir die Punktk oordinaten kontravariant zu
den Geradenkoordinaten, weil die Transformationsmatrizen zueinanderinvers sind,
und sdreiben zur Kenntlichmachung ihre Indizes oben. Die Geradenloordinaten
hei en entsprechend kovariant, und wir schreibenihre Indizes unten. Das vermeidet
nicht nur Verwedislungsfehlervon Punkt- und Geradenloordinaten, sondern zeigt
audh, was bei projektiven Abbildungen zu tun ist. Die Abbildungsmatrizen tragen
einen Index oben, einen unten. Bei Multiplik ation mit Geraden ergibt sich wieder
eine Gerade, bei Multiplik ation mit Punkten wieder ein Punkt.

Eine Punkttransformation Q = T Q geht also einher mit der Geradertransfor-
mation g = gT ! = gU. Das Skalarprodukt ist invariant (hg;Qi = hy ;Q i), fur
das Kreuzprodukt gilt

(U gpU)U= (detU)gr @ ; T(TPy TPy) = (detT)P; P> (C.13)
und daher auch

T(h Q)= ([etT) (T H (6T H: (C.14)

Korollare fur lineare Abbildungen A von Punkten auf Geraden und Abbildungen
B = A !von Geradenauf Punkte sind:

A1 @) = (detA)(Bgr Bg) ;

A(@ AQ)= (detA)(Bg Q);

h(Q1 Q2);B(Qs Qa)i = (detB)(MQ1; AQ3ihQ2;AQai  hQ1;AQ4ihQ2AQsi) ;
Q1 B(Qz Qg)= (detB)A(Q2Q1;AQsi  Q3Q1;AQ2i)

Projektive Abbildungen der Ebene lassendas Doppelverhaltnis von vier Punkten
einer Punktreihe und von vier GeradeneinesStrahlbeusdels unverandert. Mit Hilfe
einesPunktes S, der nicht auf[A; B; C; D] liegt, kennenwir dasDoppelverhaltnis der
Punkte als Doppelverhaltnis der Volumina im dreidimensionalenhomogenenRaum
darstellen:

[A;C;S][B;D;S] .
[A;D;S][B;C;S]

D[A;B;C;D] = (C.15)
Das Doppelverhaltnis hangt nicht von der Lage des Hilfspunkts S ab. Um das zu
sehen,screiben wir

IS;(A C)ih(B D);Si

DIABICDI= (s A D)nB C):si

Die vier GeradenA C,A D,B C,B D fallen nun aber alle zusammen,weil
die vier Punkte auf einer Geradenliegen. Es gelt nur noch um den Vergleich ihrer
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Normierungen. Dies tut aber jede Multiplik ation mit einer geeignetenMatrix, die in
unseremFalle in der Form S S de niert ist, wobei S als Koordinatentrip el eines
Punktes aufgefa t werden kann.

Drei Punkte Q1; Q2; Q3 kennenbereits als Basis projektiv er Koordinaten dienen.
Die Punkte Q1, Q2, Q3 messendazu linear unabhangig sein, d.h., sie derfen nicht
auf einer Geraden liegen. Die reziproke Basis im Geradenraum wird durch g; =

[Q1;Q2:Qs] 'Q2 Qsz, & = [Q1;Q2,Q3] Q3 Q1,3 = [Q1:Q2;Q3] 'Q1 Q2
gegelen. Es gilt nach Gleichung (C.11) auch

Qi (Q2 Q3)+ Q2 (Qz Q1)+ Q3 (Q1 Q2) = [Q1;Q2 Q3]E: (C.16)

Ein Korollar dazu ist

(Qr Q2) (Q3 Q4)+(Qz Q4) (Q1 Q2)
(Qi Q3) (Qs Q2)+(Qs Q2) (Q1 Q3)
(Qr Q4) (Q2 Q3)+(Q2 Q3) (Q1 Qu)

Eine projektiv e Transformation der Ebeneist bestimmt, wenn man von 4 Punk-
ten die Bildpunkte kenrt und keine drei Punkte auf einer Geradenliegen. Die vier
Punkte messenalsoein vollstandigesVieredk bilden, die Grund gur aller projektiven
Konstruktionen. Demertsprechend kann man ausfeinf Punkten der projektiven Ebe-
ne bereits eine Invariante bilden, etwa f [A; B;C;D;S] = Dg[A; B;C;D] (Gl. C.15).
Als Funktion von S unterscheidet die Invariante zwisthen den Kegelsdnitten, die
sich durch A, B, C und D legen lassen. Diese Kegelstnitte bilden eine einpara-
metrige Schar, deren Parameter die Invariante sein kann. Fer die entarteten Kegel-
schnitte (Geradenpaare)nimmt siedie Werte 0, 1 und 1 an. Liegendie vier Punkte
A; B; C; D dagegenauf einer Linie, ist f ihr Doppelverhaltnis und unabhangig vom
fanften Punkt S (falls dieser nicht auch auf der gemeinsamenGeraden liegt). Die

projektive Transformation (T : [Q1;Q2;Q3;Qa] ! [Qq;Q,; Q3;Q,]) kann in der
Form

T=0Q; (Q2 Q3)+ Q, (Qz Q1)+ Q3 (Q1 Qo)

+

+

0: (C.17)

gesutit werden,wobei , , durch die Gleichung desvierten Punktes (Q, = T Qa)
bestimmt werden meissen.Es entsteht
_ [Q2Q3Q4]
s [QzQaQ4]Ql Q2 Q)
[Q3Q1Q4] [Q1Q2Q4] :
[Q3Q1Q4]Q2 (Qs Qi)+ [010,04] Qs (Q1 Q2):

Die Abbildung T bleibt unbestimmt, wenn irgend drei der vier Punkte kollinear
sind.

Der einfachste Satz, der mit denangekihrten Regelnnachgeretinet werdenkann,
ist der Satz von Pappos (Abb. C.3). Die Schnittpunkte gegernuberliegender Seiten
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Abbildung C.3: Der Satz von Pappos Abbildung C.4: Die dicke Linse

Liegendie EckenA1;A2; As; As; As; Ag eines  Die dicke Linse ist durch zwei Hauptebenen
Sedseks abwedselnd auf zwei Geradeng hjy und h, und die Brennweite f bestimmt.
und h, soliegendie Schnittpunkte Q1;Q2; Qs Wie dargestellt entsprechen die achsenparal-
gegenuberliegenderSeiten ebenfalls auf einer lelen Strahlen den Strahlen durch die jewei-
Geraden. ligen Brennpunkte.

einesSedisekssinddurch Q1 = (A1 Az) (Asz As), Q= (A2 A3) (As Ag)und
Q3= (As Ay (As A1) gegelen. Gezeigtwerdenmu, da [Q1;Q2; Q3] = 0Oist,
falls [A1; A3; As] = 0 und [Az; As; Ag] = 0. Das geshieht durch direkte Anwendung
der Regelnaus Abschnitt C.1.

Ein verble endes Beispiel fur projektive Abbildungen ist die dicke Linse
(Abb. C.4). In der NaherungadhsennaherStrahlen kann man die Abbildung mit zwei
Hauptebenenund den Brennpunkten konstruieren. Wir wahlen als optische Achse
y = 0 und setzendie Hauptebenenbei x = x1 und x = X, (bei einer dennen Linse
fallen die beiden Hauptebenenzusammen,x; = X»). Die Brennweite nennenwir f .
Der gegenstandsseitig®rennpunkt hat dann die Koordinaten F; = [x; f;0;1], der
bildseitige F»> = [x» + f;0; 1]. Die Geradenloordinaten der Hauptebenensind h; =
[ 1;0;x1] und hy, = [ 1;0;x>], der Fernpunkt der optischen Achseist O = [1;0;0].
Das Strahlbuscel um F; wird auf das um den Fernpunkt der optischen Achseund
dieseswiederum auf das Strahlbescel um F, abgebildet. Dann nden wir als Matrix
der projektiven Abbildung TA/ (O (hy (F1 A)) (F2 (h (O A))) den
Ausdruck

0 1
fexy 0 (F x)(f+x2) f2
T=8 o0 f 0 : (C.18)
1 0 f X1

Die Matrizen dieserArt bilden eineUntergruppe der projektiven Abbildungen: Jedes
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Abbildung C.6: Die projektive De nition
desKegelstnitts

Abbildung C.5: Der Satz von Pascal
Wir screiben in einen Kegelshnitt das

Sehisek ABCDEF ein. Die Paare ge-
gereberliegender Seiten (AB und DE, BC
und EF, CD und FA) schneidensich in Qg,
Q2 und Q3. Diesedrei Punkte liegen auf ei-
ner Geraden, der Pascalstien Geraden. Die-
seKaollinearit at wird durch Gleichung (C.21)

Wir geben uns fanf Punkte (AB CDE) vor
und sudhen einen sedisten (F) so, da die
Sdnittpunkte der gegemuberliegenden Sei-
ten desSediseks AB CDEF auf einer Gera-
den liegen. Zunachst schneiden sich AB und
DE festin Q. Nun ziehenwir irgendeineGe-

besdirieben. rade durch Q. lhr Schnittpunkt mit a= CD

soll auf der Seite AF liegen,ihr Scnittpunkt
mit e = BC auf der Seite EF. Der Scnitt-
punkt beider ist der gesutite Punkt F auf
dem Kegelsdnitt. Zu jeder Geraden durch
Q nden wir einen solchen Punkt.

Linsensystemmit gemeinsameroptischer Achseist (far achsennaheStrahlen) einer
dicken Linse aquivalert. Besondersmerkweirdig ist der Umstand, da eine ideales
Fernrohr® die Brechkraft f ! vershwindet und die Hauptebenen unendlich weit
auseinandereicken.

C.3 Kegelschnitte

Kegelshnitte kennen auf versdiedene Weisede niert werden. Am einfachsten ist
es, sie als Kurv en zweiter Ordnung zu charakterisieren, d.h. als Kurven, die eine
guadratische Gleichung erfelllen. Wir haben sie als Punktmenge mit einer Glei-
chung hQ;AQi = A QKQ' = 0 oder als Tangertenbendel mit einer Gleichung

3In einem idealen Fernrohr fallt der bildseitige Brennpunkt des Objektivs fallt mit dem gegen-
standsseitigen Brennpunkt des Okulars zusammen.
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Abbildung C.7: Der Satz von Brianchon

Wir schreiben um einen Kegelsdnitt das
Sehisek ABCDEF ein. Die Paare ge-
germberliegender Ecken bestimmen konkur-
rente Verbindungslinien: sie gehen durch
einenPunkt P. DieserSatzist dual zum Pas-
calsdhen Theorem. Punkte sind mit Gera-
den, Verbindung mit Scnitt und Kollinea-

Abbildung C.8: Dreiedk und Kegelshnitt

Wir lassenin Abb. C.5 jeweils zwei Punk-
te und in Abb. C.7 zwei Tangerten des Ke-
gelsdnitts zusammenfallen Wir erhalten ein
einbesdiriebenesDreieck und ein umsdrie-
benes Dreiseit. Die Sdnittpunkte der Sei-
ten des einen mit den gegemberliegenden
Seiten des anderen sind kollinear, die Ver-

ritat mit Konkurrenz vertausdt. bindungslinien der Ecken des einen mit den

gegenuberliegendenEcken des anderen sind
konkurrent.

h; Bti = BXtt; = O darzustellen. Die Matrizen A und B kennen symmetrisch
gewahlt werden, da evertuelle antisymmetrische Komponerten nicht in die Glei-
chung fur den Kegelstnitt eingehen.Savohl A als auch B kennen skaliert werden,
d.h., siehabennur 5 wesettliche Koe zien ten. Folglich sind Kegelstnitte durch die
Angabe von 5 versdiedenenPunkten bestimmt.

Durch vier Punkte geht ein Kegelsdnittb eischel. Seine Gleichung lat sich am
einfachsten mit dem Kreuzprodukt konstruieren. Weil das Spatprodukt versdwin-
det, wenn zwei Argumente ubereinstimmen, geht jeder Kegelsanitt

K= (012 93+ 034 O12)+ (013 Gpa+ Q24 G13)+ (%23 Qua+ O1a G3)(C.19)
mit gk = Qi Qg durch die vier Punkte Q;: hQ;;KQ;i = 0 fur alle vier Q;. Alle
drei Terme sind so konstruiert. Die Matrix K ist eine Linearkombination mit drei
Parametern. Die drei Termesind nicht unabhangig: zwei reichen aus, um alle Kegel-
schnitte durch die vier Punkte darzustellen(Gl. C.17). Von denbeidenverbleibenden
Parametern kann einer fest normiert werden, weil alle Gleichungen homogensind.
Das Resultat ist eine einparametrige Schar von Kegelstnitten. Wennwir verlangen,
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da der Kegelstnitt (C.19) auch noch durch den Punkt Qs geht, erhalten wir eine
Gleichung fur den verbleibenden Parameter. Setzenwir = 1und = 0, soist
hQs; KQsi = 0 eine Gleichung fur , das nun der Invariante C.15 entspricht. Wir
nden fur K die Formel

Qi Q2 Q3 Q4+ Q3 Qi Q1 Q2
[Q1; Q2; Qs][Qs; Qa; Q5]

Qi Q3 Q2 Qs+ Q2 Q4 Q1 Qs
[Q1; Q3; Qs][Q2; Qa; Qs] '

K =

(C.20)

Die quadratische Gleichung hQ; KQi = 0 mit den LesungenQ;, (i = 1;::;;5)
kann in der Form

[(Qr Q2) (Qs Q5);(Q2 Q3) (Qs Q);(Qs Qs) (Q Qi)]=0(C.21)

gestirieben werden. Die Lesungseigendwaft der Q; ndet man durch Einsetzen.Die
Interpretation dieser Gleichung ist der Pascalsbe Satz (Abb. C.5): Die gegernuber-
liegenden Seiten einesin einen Kegelstnitt einbesdiriebenen Sehsedks sdineiden
sich in Punkten, die auf einer Geraden, der Pascalsben Geraden, liegen. Der Satz
von Pappos ist davon nur der Spezialfall einesin ein Geradenpaarentarteten Ke-
gelstinitts. In Gleichung (C.21) ist (Q1 Q2) (Qs Qs) der Schnitt der beiden
Seiten(Q1 Q2) und (Q4 Qs). Drei solcher Punkte liegenauf einer Geraden,d.h.,
ihr Spatprodukt versdwindet. Die Pascalsbe Kon guration kann zur punktweisen
Konstruktion einesKegelstnitts durch fanf Punkte dienen (Abb. C.6). Der Kegel-
schnitt wird dabei als Kurv e de niert, fer die der Pascalsbe Satz gilt. Gleichung
(C.21) zeigt dann, da dies eine Kurv e zweiten Gradesist.

Sdlie lic h kann Abbildung C.6 als Konstruktion zweier projektiver Strahl-
beisdhel gelesenwerden. Deshalb kann man einen Kegelsdnitt auch als Erzeugnis
(Ort der Scnittpunkte entsprechender Strahlen) zweier projektiv er Strahlb sdel
charakterisieren. Wir sehen das wie folgt. Einerseits wird das von A getragene
Busdel perspektiv auf das Busdel Q abgebildet, vermittelt durch die Schnittpunk-
te auf der Geraden a. Das Busdel Q wiederum wird wber e auf das Busdel E
perspektiv abgebildet. Damit ist die projektive Beziehung zwisden den Besdceln
E und A hergestellt. Die Punkte desKegelstnitts sind die Schnittpunkte einander
erntsprechender Geradender Beschel A und E. Ebensosielt man, wie der Pascalsbe
Satz eingelettet ist, und man erhalt die Aquivalenz der anderenDe nitionen.

Eine Gerade schneidet den Kegelsnitt in 2 Punkten, die aber nicht unbedingt
reell sind. Dasist einetriviale Folgeder Tatsadhe,da hQ; KQi = 0 einequadratische
Gleichung ist. Ist etwa die Geradedurch Q = P; + P , gegelen, werden die Werte
von fuer die Schnittpunkte durch die quadratische Gleichung hQ; KQi = hP1; KPji+
2 WP KPai + 2hPy;KP2i = 0 bestimmt. Wir erhalten zwei reelle Lesungenoder
zwei komplexe oder einen reellen Doppelpunkt. Im letzten Fall berehrt die Gerade
den Kegelshnitt. { Sind beide Schnittpunkte K 1;K, einer Geradeng = Q1 Q>
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reell und kennenwir den einen, nden wir den zweiten durch einelineare Gleichung.
Es gilt

K 1; KQuli

Kr,=K 2—————
2 ! Q1; KQui

Q1: (C.22)
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Anhang D

Der ®bergang von der
pro jektiv en zur metrisc hen
Ebene

D.1 Die Polarit at

Projektive Abbildungen halten Punkte und Geradengetrenrt: Esgibt zunadst keine
lineare Abbildung von Punkten auf Geradenund umgekehrt (das Kreuzprodukt ist
ja bilinear, esbildet Paare von Punkten auf Geradenund Paare von Geraden auf
Punkte ab). Eine lineare Abbildung der Geradenauf Punkte und umgekehrt macht
ausdem projektiven Raum die metrische Welt der Physik, in der wir Orthogonalit at
kennenund Langenund Winkel vergleichen und vervielfachen, also messenkennen.
Wir berutzen die Summationskonvertion.

Zunadst erinnern wir an das Axiom, da alle Lote auf einer Geradenin ei-
nem Buschel liegent. Auf der projektiven Ebenegibt esalso zu jeder Geradeneinen
besonderenPunkt, der diesesBesdel tragt. Lotrechtstehen ist daherin einem pro-
jektiven Modell durch eine Abbildung der Geraden g auf zugeordnetePunkte P[g]
bestimnt. Ist dieseAbbildung projektiv, nennenwir sie Polarit at und screiben

Pl ©

Wir wollen nun zeigen,da wir einesolde projektive Zuordnung ausdrei Paaren
von Geradenund Polen konstruieren kennen, wenn wir den Hohensatzvoraussetzen.
Da die Zuordnung dann auch eindeutig seinmu (Abb. D.1), legt uns der Hehensatz
also tatsadnlich auf eine projektive Abbildung der Geraden auf ihre Pole fest. Wir
gehenin drei Sdritten vor. Zuerst nden wir nden wir eine allgemeineFormel fer
den Hehensatz,dann zeigenwir, da eineMatrix B in Gleichung (D.1) symmetrisch
seinmu, und sdlie lic h konstruieren wir sie formal.

"Bg; P¥[g]=B¥g : (D.1)

Man kann schon dies als Spezialfall des Hohensatzessehen.
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Drei Paare von Geradenund Polen erfullen den Hehensatz,wenn

[(P1 (@2 @)):(P2 (g8 91):(Pz (o @)I=0

ist. Entwickeln wir das Spatprodukt entsprechend den bekannten Regeln, nden wir
hgy; P2ihgy; Psings; Pai = hgy; Psihgs; Poihgy; Pai (D.2)

Drei Paare von Geradenund Polen, die den Hehensatzerfullen, bestimmen den Pol
jeder weiteren Geraden,wenn die drei Geradennicht kollinear sind (Abb. D.1). Die
drei Hehenhy.,. = (D P2) (F P1)) C,hapr=(E P2) (F P3) A
und hggpe = ((E P1) (D Pg)) B sdineiden sich in einem Punkt P[ga]
(d.h., [hacpr s hase ¢ hag o 1 = 0), wenndie drei Ausgangspaareden Hehensatz(D.2)
erfullen. Die Abbildung g4 ! P[o] = hacpr ha, o ist linear und nicht vierter
Ordnung in g4, wie eszunachst aussielt. Zerlegt man die Kreuzprodukte wie gehabt
und kerzt man gemeinsamerFaktoren, ergibt sich sdlie lic h

P[g4] = h4CDF h4AE F / B o7}
B 1(2 ) Pi+ 2(93 91) P2+ 3(01 o) P3 (D.3)
1 = hoi; Paihgg; P3i 5 2= hop; Piihge; P3i ;3 = hgs; Paihgy; Pai -

Diese Matrix ist { wieder wegendes Hohensatzes{ symmetrisch. Wir zeigendies,
indem wir fur die drei Geraden g feststellen,da hy;Bgii = hy;Bgi gilt. Das
ist eine einfacdhe Rednung, bei der wieder Gleichung (D.2) benutzt werden mu .
Der Hohensatz hat also gezeigt, da die Polaritat eine projektive Abbildung mit
symmetrischer Matrix ist.

Jede symmetrische Matrix, also jede Polaritat, de niert einen Kegelstnitt {
und umgekehrt. Hier ist der Kegelsdnitt als Gesamheit der Geraden bestimmt,
die ihren eigenenPol erthalten, BX't t; = 0. Diese Geradensind daher das Tangen-
tenbeindel [t] desKegelsdinitts. Die zunadchst abstrakte Polaritat ist identisch mit
der gewshnlichen Polaritat an einem Kegelstnitt. Die Tangenen ernthalten ihren
Pol. Es ist der jeweilige Berehrpunkt mit dem Kegelsdinitt PX[t] = BX't;. Damit
stehendie Tangerten auch senkrett auf sich selbst: die de nierende Gleichung mu
so gelesenwerden. Diese merkweirdige Eigenstaft kennenwir von den lichtartigen
Geradender pseudauklidischen Geometrie.{ Wir kennennun wie folgt formulieren:
Die Polaritat ist eine Lagebeziehung zum Kegelstnitt der selbstorthogonalenGera-
den, denwir absolutenKegelschnitt nennenwollen. Wenn B umkehrbar ist, AB = E,
nden wir zu jedem Punkt eine Polare, p[Q] = AQ ; pk[Q] = Ak Q'. Die Pola-
rit at bildet dann Geradenund Punkte der projektiven Ebeneeindeutig aufeinander
ab. Sonder#lle entstehen, wenn dieseUmkehrbarkeit nicht gegelen ist. Solthe Son-
derfalle haben wir in den Geometrien ohne Kr emmung (d.h. mit Parallelenaxiom),
wo alle Pole auf einer Geraden(der Ferngeraden)liegen, schon kennengelert Dort
wird die 2-parametrige Geradenmengeauf eine einparametrige Punktmenge abge-
bildet. B hat dann einen Rang kleiner als 3. Die Eigensdaften von B bestimmen
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Abbildung D.1: Drei Beispiele bestim-
men die Polarit at

wahlbar. Sdlie lic h sollensich die Hehendes
Dreiseits [g1; 02; 93] in einem Punkte schnei-
den (Abb. A.7). Der Hohenstnittpunkt liegt
aber schon nach der Auswahl der ersten bei-
denPolefest. Der dritte Pol mu auf der drit-

ten Heheliegen. Der Pol einer vierten Gera-
den g4 ergibt sich nun als Schnitt der Hehen
auf gq in den Dreiseiten[gz; 93; 9], [9s; G1; 94l
und [g1; g2; 04]- Diesedrei Hohengehendurch
einen Punkt Pg4.

Sind die drei gewahlten Pole kollinear, ist
ihre Verbindung die absolute Polare, fallen
sie jedoch zusammen,de nieren sie den ab-
soluten Pol.

Abbildung D.2: Die Polarit at ist einepro-
jektive Abbildung

Wenn eine Polaritat durch drei Paare von
Gerade und Pol gegelen ist, bestimmt der
Hehensatz,da die Poleder zug; und g, kon-
kurrenten Geraden auf der Verbindung von
P1 und P, liegen. Die Abbildung ist projek-
tiv (das Buschel C wird auf die Punktreihe
g3 abgebildet, speziellg, auf D, darauf gz aus
P, auf hs, speziell D auf D, und sdlie lic h
hs aus A auf die Verbindung P,P,, speziell
D, auf P4). Die Gerade AD; ist die Hehe
auf g4 im Dreiseit [gz;03; d4]. Analog kon-
struiert man BD,, die entsprechende Heohe
im Dreiseit [g1;03; ds]. Beider Scnitt (Py4)
ist kollinear mit P; und P, weil die drei
Punkte Scnitte der Gegenseitenim Seds-
ek [A; D1;D;D2;B;H] sind (Satz von Pap-
pos, Abb. C.3).

die Geometrie, solangeB nicht ausgeartetist. Im ausgeartetenFalle ist die duale
Polaritat A, die jedem Punkt P eine Geradeg[P] = AP zuordnet, nicht vollstandig
von B bestimmt. Dann mu sie gesondertde niert werden. Im entarteten Fall ist

AB = BA = 0.

Viele Bezietungen der linearen Algebra erhalten nun eine einfache geometri-
sthe Bedeutung. Wir erinnern hier speziell an die Gleichung (C.13). Dort steht: Der
Scnittpunkt zweier Geraden (bei nichtentarteter Polarit at) ist der Pol der Verbin-
dungslinie der Pole beider Geraden,und: Die Verbindungslinie zweier Punkte ist die
Polare desSchnittpunkts der Polaren beider Punkte. Im Besonderenist der Schnitt-
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punkt zweier Tangerien des absoluten Kegelstnitts der Pol der Verbindungslinie
der Berehrpunkte. Das st die Konstruktion von Abbildung 8.14.

Das Busdel der Lote auf einer Geradenist durch die (projektive) Zuordnung B
des Tragerpunktes bestimmt. Wir spredien genau dann davon, da zwei Geraden
g und h aufeinander senkretit stehen, wenn das Produkt th;Bgi = hBkKlg = 0
verswindet. Sind zwei Geradenaufeinandersenkredt, dann liegt der Pol der einen
jeweils auf der anderen Geraden. Die Polaritat Pk = Bklg, die jeder Geraden g
einen Pol P[g] zuweist, de niert damit eine metrische Geometrie. Der Begri der
Orthogonalitaet bezieht sich allein auf die Polarit at. Wenn wir daraufhin Teilung und
Vervielfachung mit dem harmonischen Wurf de nieren, kennenwir daran gehen,die
Gultigk eit der Axiome zu uberprefen.

Zu einer Polaritat mit vollem Rang gibt esPolardreiedke, in denenjede Ecke Pol
ihrer gegemberliegendenSeite ist. Beginnen wir mit einer Geraden g, bestimmen
ihren Pol P[g] und ziehendurch diesenPol eine Geradeh. Der Pol P[h] liegt dann
wieder auf g, und der Fu punkt Fglh]= g h von h auf g ist Pol der Verbindungs-
geradenP[g] P[h]. Laut Voraussetzunggilt h,g Bk = 0: sowie P[g] die Geradeh
tragt, liegt P[h] auf g. Der Pol von P[g] P [h] aber bestimmt sich wegender Regel
(C.13) zuB[B[g] B[h]] = det[B]g h, d.h. als Schnittpunkt der Geradeng und h. In
unseremDreied ist alsojeder Punkt Pol der gegemberliegendenSeite (Abb. D.3).
{ Mit unsererDe nition des Senkrettstehens haben wir nun ein Dreiedk mit drei
rechten Winkeln vor uns, wie wir esvon der Kugel kennen.Abbildung 7.1 zeigt gera-
de ein solthes Dreiek. Tatsadchlich kann auf der Kugel jede Gerade durch das Paar
ihrer Pole vertreten werden, die in der ebenen Projektion ja zusammenfallen.Im
Falle einesreellen absoluten Kegelshnitts zerfallt die Menge der Punkte und Gera-
denin versdiedeneeinzeln invariante Teilmengen.Dann liegt das Polardreied i.a.
nicht mehr vollstandig in einem Transitivit atsgebietvon Punkten und Geraden.Die
projektive Ebenegestattet uns zwar noch, ein Polardreiek zu zeichnen (Abb. D.3),
aber nicht alle Punkte diesesDreieds sind jetzt Elemerte der Bewegungsgruppe der
betrachteten induzierten Geometrie.

Bei vollen Rang von B ist der Kegelsdnitt A, QXQ' = 0 mit der Einhullenden
des Tangerienbendels BK't,t; = 0 identisch. Jede Gerade g schneidet diesenKegel-
schnitt in zwei u.U. imaginaren Punkten K ;[g] und K [g]. Die Tangerten an diese
Punkte schneiden sich aber immer im reellen Pol P[g] der Geraden. Die Pole eines
Strahlbusdels durch Q liegen auf der der Polaren p[Q] = AQ desBusdeltragers:

Q;gi = PAQ; Bgi :

Ist hQ;gi = 0, soist ebenauch hAQ; Bgi = 0. Das Bild AQ desPunktes liegt dann
auf dem Bild Bg der Geraden.

Hat B den Rang 3, ist A als Inversesbestimmt. { Hat B den Rang 2, ist fur
A die Subdeterminantenmatrix Amn = jjm knB™*B!!' zu nehmen. Dieseerfullt als
einzigenichttrivial die Gleichung Ay BX' = 0 und hat selbstden Rang 1. Da B sber
die Gleichung Bp = 0 eine absolute Polare p (das projektiv e Bild der Ferngeraden)
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Abbildung D.3: Polardreiedke

Abbildung D.4: Die Mittelsenkrechte

In die projektiven Ebenelegenwir eine Ge- Zur Suche der Mittelsenkrechten zwischen

rade g und auf dieseeinen Punkt Q. Die Po-
lare p[Q] schneideg in R. DessenPolare p[R]
schneidet g wieder in Q und p[Q] in einem
dritten Punkt S. Dieserist der Pol P[g] von
0. Auf dieseWeisehaben wir ein Dreied ge-
funden, dessenSeiten die Polaren der Ecken
sind. In der Zeichnung ist der reelle Fall des
absoluten Kegelstnitts gezeitinet.

zwei Punkten Qi und Q: konstruieren wir
zuerst die Verbindungsgeradeg und ihren
Pol. Die Mittelsenkrechte m mu von diesem
Pol getragenwerdenund g in einemPunkt F
schneiden. Der Pol von m teilt mit F sowohl
[Q1; Q2] als auch den absoluten Kegelsdnitt
harmonisch. P[m] und F sind gleichwertige
Mittelpunkte von Q1Q:.

bestimmt, kann man A in der Form A = p p sdreiben. Sdneidet g diesePolare in
Flgl= g p, dannliegendie Paare [F[g]; Bg] in einer Involution auf der absoluten
Polaren. Deren Fixpunkte sind reell, wenn B inde nit ist (Mink owski-Geometrie).
{ Ist B vom Rang 1, dann kann A vom Rang 2 sein. In diesem Falle kehren sich
die Verhaltnisse um. Die Gleichung AP = 0 de niert den absoluten Pol P, und B
kannin der Form B = P P gestirieben werden. Die Punkte Q de nieren Strahlen
f[Q]l= Q P durch P, die mit denPolarenAQ in einerInvolution im Polarerbesdel
liegen. Deren Fixstrahlen sind dann reell, wenn A inde nit ist (Anti-Mink owski-
Geometrie). { A kann aber ebenfalls vom Rang 1 sein (Galilei-Geometrie). Dann
de niert AP = 0 eine lineare Punktreihe, d.h. die absolute Polare, und Bp = 0 ein
Strahlbusdel, dessenTrager der absolute Pol ist.

D.2 Die Spiegelung

Wir konstruieren nun die Formeln fer die Spiegelungen.Wir gehenvon einer Ge-
raden g aus, an der die Spiegelungbewerkstelligt werden soll. Zunadst geht die
Gerade und jeder einzelne Punkt auf ihr in sich selbst wber. Verbinden wir einen
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allgemeinenPunkt Q mit seinemSpiegelbild S[Q], soll die Verbindungsgeradeauf g
senkredit stehen.Sie mu also durch den Pol P[g] der Geradengehen,der auc in
sich selbstubergeht. Der Fu punkt F, in dem sich beide Geradensdneiden, bleibt
auch unverandert. Also ist das Doppelverhaltnis von P[g] und F mit Q und S[Q]
gleich demvon P[g] und F mit S[Q] und Q, d.h. minus Eins. Wir nden S[Q] durch
eine harmonisce Teilung auf dem Lot, das aus Q auf den Spiegelg gefallt werden
kann. Der Ausdruck

SglQl= SQ = (Ehy;Bgi  2Bg 9)Q; SK= [gB"g 2B*gg (D.4)

ist eine LosungdieserBedingung. Dual dazu kennenwir auch nach einer Spiegelung
an einemPunkt Q sudcen. Die Objekte dieserSpiegelungsind dann Geraden.{ Mit

einem Punkt bleibt nun auch seinePolare bei der Spiegelungunverandert und gibt
dasfestePaar fur den harmonischen Wurf mit einer Geradenh und ihrem Spiegelbild
Sa[h]. Man erhalt die duale Formel

So[h]= hS = h(EMQ;AQi 2Q QA); S§= FQ'AsQ* 2Q“Q"A : (D.5)

Man sielt unmittelbar, da S2 = 1 in beiden Fallen ist. Wenn dareber hinaus die
Polaritat nicht entartet ist, also AB = E ist, stimmen beide Spiegelungeneberein,
Sgg = Sy. Spiegelungan einer Geradenund Spiegelungan ihrem Pol sind danniden-
tische Operationer?. Ist aber B nicht von vollem Rang, dann kann esEntartungsfalle
geben. Generell ist eine Involution durch ein Paar aus Punkt Q und Geradeg be-
stimmt:

S=EW;g 20 g; (D.6)

aber nur, wenn g und Q ein polaresPaar sind, bleibt die Polarit at erhalten, und die
Abbildung gebert zu unserer Bewegungsgrupge. Andernfalls besdtireibt Gleichung
(D.6) nur irgendeine projektive Involution. { Bei den Spiegelungenbleiben sanvohl
A als auch B erhalten. Liegt ein Punkt Q auf dem absoluten Kegelstinitt A, d.h.,
hQ; AQi = 0, dann liegt auch sein Spiegelbildauf diesemKegelstnitt. Tangiert eine
Gerade den Kegelsanitt B, d.h., hg;Bgi = 0, dann tangiert auch ihr Spiegelbild
diesenKegelsanitt:

SrI%AkISL = Amn (grBrsgs)2 ; SrI%an SL = Bmn (grBrsgs)2 :

Punkte und Tangerten desKegelstnitts gehenwieder in (i.a. andere) Punkte und
Tangerten desKegelstnitts uber (Abb. 8.16).

Will man zwei Punkte Q1 und Q> ineinander spiegeln,mu man die Mittel-
senkredite nden (Abb. D.4). Also bestimmen wir zunachst den Pol P[Q; Q2]

2Wir sprechen hier von den Spiegelungenin der projektiven Ebene. Die Spiegelungam Pol ist
im allgemeinen keine Punktspiegelung im Sinne von Anhang A, wenn der Pol nicht zur Bewegungs-
gruppe gehert. In der projektiven Ebene wird mehr dargestellt, als die vom Erzeugendensystem
aufgebaute Bewegungsgruppe.
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der Verbindungsgeraden.Der Pol P[m] der gesutiten Mittelsenkrechten mu nun
mit derenFupunkt F = m (Q1 Q) die beiden Aufpunkte Q; und Q2 harmo-
nisch teilen. Fu punkt F und Pol P[m] geneigenalsoder Gleichung F = Q; + Q »,
P=0Qi+ Q2mit

- = 1; AP=F B(Q: Q):

Einerseitsist also = , andererseitsist

AQi+ Q2 = (Q1 Q2 (B(Q1 Q)
' Q1 Q2);A(Qi1+ Q2)i=0:

Wir nden also 2hQ,;AQ,i = hQ1;AQ4i und als Mittelsenkrechte

s
hQ1; AQqi
—— =) D.7
|'Q2;AQ2i) (O

Naturgema nden wir als Lesung zwei Punkte zu Q; und Q,, weil das Doppel-
verhaltnis eine Relation zwischen vier Punkten ist. Einen wahlen wir als Mittel- und
Fu punkt F, derandereist dannder Pol P[m] der Mittelsenkrechten. Die Spiegelung
ist nun

m[Q1; Q2] = B[Q1 Q2] (Q1 Q2

S=EP[mM];mi 2P[m] m:

Wollen wir zwei Geradenineinander spiegeln,heit es,die Winkelhalbierendezu
nden. Die Konstruktion ist dual zu der eben durchgefuhrten. Die Wink elhalbieren-

den sind

s
I‘h]_; Bhli .

=h, h, BNl
W= N B

Die beiden Spiegelungensind
S =EhBvy ;w i 2Bw w

Im nichtentarteten Fall ist AM ]/ M B[Q1 Q2JundB[w ]/ w Aflhy hy].
Das Produkt dreier Spiegelungenh = agb durch einen Punkt ndet man in der
Form
} ha; Bai
Ho;Bbi

g=a+ b ! agb=h; h=a+ b: (D.8)

Das Produkt QgR = h ndet man analog. Weil g auf der Verbindung QR lotrecht
ist, liegt der Pol von g auf dieserVerbindungslinie.

1mQ; AQi
" MR:ARiI

Bg=Q+ R ! QgR=h; h=A(Q+ R) : (D.9)
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Das Produkt aQb = R ist ein Punkt, wenn Q auf einem gemeinsamenLot von a
und b liegt, die Polare von Q alsomit a und b durch einen Punkt geht:

1 ha;Bai
= | = — !
AQ=a+ b ! R=B(a+ b BD

b : (D.10)

Das Produkt QER = F ist ein Punkt, wenn die Polaren durch einen Punkt gehen:

, 1hQ;AQ

AF = AO+ AR F = + <<
Q Q hR; ARI

R: (D.11)

Wir fugennoch zwei neitzliche Formeln hinzu. Entsprechend (C.11) gilt fer den Fall,
da [g;a;b] = 0, auch

g/ atb gA(a bi+bg aA(a bi;
und fur die Spiegelungh = agb erhalten wir
h = bm;Baihb g;A(a b)i + atb;Bbihg a;A(a b)i :

Alles gilt fur die nichtentartete Polarit at.

Wir erhalten auch Formeln fur die Drehung, die aus zwei Spiegelungenum Ge-
raden g; und g, durch das Drehzertrum zusammengesetzivird. Soldh ein Produkt
hat die Form

S¢,Sqp = 4oy BiBg 01 2y BoiBgy o
2 BaiBon g1 + hoiBaiihgz; BRiE

Wollen wir eine Drehung konstruieren, die eine Geradeg; in gz eberfuhrt, spiegeln
wir erst an g; und dann an der Wink elhalbierenden

q
=+ huBgi=gs;Bosigs:

D.3 Der Geschwindigk eitsraum

Der Raum der Relativgestwindigkeiten ist das physikalisch einfachste und wich-
tigste Beispiel fur die Lobachevski-Geometrie. Die Figuren im Gesdwindigkeits-
raum sind Hodogramme, jeder Punkt charakterisiert ein bestimmte Gesdwindig-
keit, die daspraparierten Objekt annehmenkann. Der Betrag der Gesdwindigkeiten
ist durch die Lichtgesdwindigkeit begrenzt, alle Hodogramme sind also in Grenz-
kreise (bzw.Kugeln) eingesblossen.Translationen in einem Hodogramm entstehen
durch Zusammensetzungmit globalen Gestwindigkeiten. Dabei bleibt der Grenz-
kreis erhalten, d.h., Bewegungenmit Lichtgesdwindigkeit bleiben Bewegungenmit
Lichtgesdwindigkeit. Die Translationen sind projektive Transformationen. Der re-
elle Grenzkreisist der absolute Kegelsdnitt. Damit hat der Gesdwindigkeitsraum
eine Lobachevski-Geometrie.
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UnserBeispielist der Billardsto . Die Figur der beim Billardsto (Abb. 5.6) nach
einer bestimmten Zeit erreichten Orte mu aus der symmetrischen Form (Abb. 2.8)
durch einen auf der Relativit at gegrindeten Schilu hervorgehen.Wir gewinnensie,
wenn wir { ensprechend der Einsteinschen Zusammensetzungder Gestwindigkei-
ten { die Relativgestwindigkeit zwischen dem symmetrischen Sto und dem Bil-
lardsto in die Figur dessymmetrischen Sto es einfeigen. Aus dem Kreis der nach
einer bestimmten Zeit erreichten Punkte wird eine Figur, die (nach euklidischer Be-
urteilung) eineEllipse ist. Die Projektion desMittelpunktes diesesKreises nden wir
experimentell durch den Schnitt der Verbindung der Endpunktpaare bei versdiede-
nen Ste en. Wir bestimmenzunachst die projektiv e Abbildung, die dieseTranslation
bewirkt. Wir beredinen allesim Kleinschen Modell mit dem Rand

x2+y2 7=

Die Matrix der Translation in x-Richtung ist etwa

2 3
1p0 r
T=QO 1 r? OEZ):
r 0 1

DieseAbbildung fehrt den Randkreisin sich selbsteber. Der Kreis r2z2 x2 y2= 0
wird in die gezeigteEllipse verstoben: Aus Q = [r cos’; rsin’; 1] wird

P— 1
AQ=[1+cos; 1 r2sin, F+rcos’]:

Wie esseinsoll, wird der Punkt [ r;0;1] in [0; O; 1] versdioben. Nun soll der Durch-
messer = 2=(r + 1=r) gleich der Gestwindigkeit dessto enden Teilchen sein, die
hier auf die Lichtgesdwindigkeit bezogenist. dann nden wir das zu verwendende
r durch die Formel

1 q
r=-@a 1 2):

Die Projektion [r; 0; 1] desMittelpunktes [0; 0; 1] teilt den Durchmesselim Verhaltnis

Diesist dasbereits bekannte Verhaltnis der tr agenMasseeinesK erpersin Bewegung
zu seinerRuhmasse.

Eine Translation im Gesdwindigkeitsraum ist eine Zusammensetzunggller Ge-
schwindigkeiten mit einer festen Gesdwindigkeit. Die Punkte auf dem Rand bleiben
dort (der Betrag der Lichtgesdwindigkeit andert sich nicht), bewegensich aber auf
demRand (Abb. D.5). DieseBewegungist die Aberration (Abb. 4.3). Erganzt auf die
Kugel, ergibt sich eine konforme Abbildung (Abb. 4.10). Die Grupp e der konformen
Abbildungen der Kugel auf sich ist der (homogenen)Lorentz-Grupp e isomorph.
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Abbildung D.5: Gestwindigkeitstransla-
tion und Aberration

Der Kreis stellt den Gesdwindigkeitsraumin
der Form des Kleinschen Modells der nicht-
euklidischen Geometrie dar. Der Vektor v
zeigt die Translation an. Die Translation ver-
schiebt die Familie der gezeigtenGeradenin
sich, wobei A in A und B in B wubergeft.
Die gepunkteten Kurv en sind die Bahnkur-
ven der Translation (sieheauch Abb. 9.16).

Abbildung D.6: Gestwindigkeitstransla-
tionen bilden keine Gruppe

Die Zusammensetzungzweier Gesdwindig-
keitstranslationen ist nicht wieder eine Ge-
schwindigkeitstranslation. An Hand der in
Abb. D.5 gezeigtenBahnkurven der Transla-
tion sehenwir unmittelbar, da die Zusam-
mensetzungder zwei Translationen v; und
Vv, eine Rotation relativ zur Translation mit
der zusammengesetztenGestwindigkeit v
enthalt. Diese Rotation ergibt die Thomas-
Prazession.

Abbildung D.5 ist Anla, uns daran zu erinnern, da zwei spezielle Lorentz-

Transformationen mit Gestwindigkeiten in versdiedenen Richtungen nicht wie-
der eine spezielle Lorentz-Transformation ergeben. (Abb. D.6). Das liegt an der
Kremmung des Gesdwindigkeitsraums (Abb. 7.10,7.11). Formal sehenwir daswie
folgt. Die allgemeineTranslation im Gesdwindigkeitsraum mit der Gestwindigkeit
[u; v] hat die Transformationsmatrix

2 1 1
Vi Wgzrve U
. — 1 2 1 .
T[U,V] = UVL12+—\/2 + U 2 Ve \) . (D12)
u \Y

Die (auf die Lichtgestwindigkeit normierten Kompon%rten der Translation sind
u und v, der Koezient st wie immer = 1= 1 u?Z v2. Wir prufen
T[u;v]T[ u; v]= E ohneMeuhe. Ebensosehenwir, da T[O;V]T [u; 0] eine Trans-
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Links sehen wir zwei Ortsdiagramme ei-
nes Sto es, bei dem ein von links kommen-
des Teilchen mit einem von rechts kom-
menden zusammensb t. Die Bezugssyste-
me sind so gewahlt, da die Gestwindig-
keit jeweils eins der beiden beim Sto nur
das Vorzeichen wedselt und dann nur ei-
nevy,-Komponerte hat. Die Relativgesdwin-
digkeit der beiden Bezugssystemehat dann
nur einevy-Komponerte. Wird siedemeinen
Diagramm mit dem richtigen Vorzeichen
eberlagert, ergibt sich das andere.

Redts sehenwir das Gesdwindigkeits-
diagramm, in dem diese Uberlagerung eine
Lobachevski-Translation in vy-Richtung ist,
die unsin bekannter Weisedie Gestwindig-
keiten v[A] und v[C] sowie v[B] und v[D] zu-
einanderbestimmt. Die Punkte A und B zei-
gen die Gesdwindigkeiten vor dem Sto im
unteren Bezugssystem Sie werden durch die
Gesdhwindigkeitstranslation in die Punkte C
und D versdoben.

Abbildung D.7: Zur Gestwindigkeitsabhangigkeit der Masse.l|.

formation ist, die das Zentrum = [0;0;1] in den Punkt P = [up 1 v2;v;1] ver-
schiebt. Die Kombination T[ u 1 vZ; V]T[O;V]T [u;0] hat dann den Fixpunkt O
und ist eine Rotation um den Winkel ' mit

p p
sin' = p—Vp , Cos' = Lour L v
= PP = P
1+ 1 u?2 1 V2 1+ 1 u?2 1 V2

Die mit Gleichung (D.12) besdiriebenenreinen Gesdwindigkeitstranslationen bil-
den keine Gruppe: In einem mehrfachen Produkt kennen die Faktoren nicht ohne
weitereszusammengefa twerden. Das ist ein Korollar zu der Tatsade, da die spe-
ziellen Lorentz-Transformationen (Gl. (B.3)) in einer vierdimensionalenWelt keine
Untergruppe der Lorentz-Grupp e bilden.

Wir berutzen die Translationen im Lobadhevski-Raum der Gesdwindigkeiten,
um zu zeigen, wie sie mit der Gestwindigkeitsabhangigkeit der Masse zusam-
menhangen[134]. Abbildung D.7 skizziert Orts- und Gesdwindigkeitsdiagramm ei-
nesspeziellenebenenSto es in zwei speziellenBezugssystemenDie Gesdwindigkeit
jeweils eines Teilchens wedselt nur das Vorzeidien und liegt dann in vy-Richtung.
Wir vergleichen nun die beidensobezeihineten Bezugssystemelm rechten Teil sind
die jeweiligen Gesdwindigkeiten vor dem Sto angegelen. In dem Bezugssystem
der Skizzelinks unten sind dasEA und EB, in dem oberenEC und ED. In beiden
Fallen mu der Impulserhaltungssatzgelten. Wir setzennun voraus,da die Massen
nur eber einenFaktor [v] von der Gesdwindigkeit v abhangenund da diesernicht
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von der Richtung abhangt, alsom[v] = m  [v] gilt. Wir kennen [0] = 1 wahlen.
Der Erhaltungssatz fur die wesetliche Komponerte lautet nun in den beiden Be-
zugssystemen

my [A] w[A]+ my [B] w([B]
m; [C] w[C]+ m, [D] vw[D]

0;
0:

Nun benutzen wir die Gleichung der Ellipse, also

vilc], wlCl _ .. viB], WIB] _
VAl 2 T v2D] @

Der Impulserhaltungssatz lautet damit
s

VZIB]

m WAL+ me Blub] 1 9D - o,
TS

m1 [ClwA] 1 +ms D]wD] = 0

c2

Wir erinnern nun daran,da vy[B]= vy[C]ist und schreiben dafer kurz vy[B] = u.
Der Impulserhaltungssatz stellt nun eine homogenesGleichungssystemferr mpvy[A]
und myvy[D] dar. Es ist nur dann lesbar, wenn die Bedingung

2
Al D] [BIICIA )=0:

erfellt ist. In der Grenze sehrkleiner vX—Koraponerten nden wir [A]= [D]=1,

[B]= [C]= [u]lundsdlielich [ul=1= 1 %; Das st der bekannte Lorentz-
Faktor. Wir prefendurch Einsetzen,da dieseFunktion [u] auch im Falle nichtver-
schwindender vi-Komponerten die Lesungist. Im Ergebnis nden wir, da die Ein-
steinshe Zusammensetzungder Gestwindigkeiten die Gesdwindigkeitsabhangig-
keit der Masseerfordert (Tabelle 5.1).

D.4 Kreise und Peripherien

Wie schon oft bemerkt, ist eshilfreich, sich an der Kugel zu orientieren, um Formeln
zu nden, deren Gultigkeit man danad prefen kann. Wir bestimmen die Formel
fur einen Kreis auf der Kugel. Dort nehmenwir die dreidimensionale Einbettung
zu Hilfe und bestimmen den Kreis auf der Ober adhe dadurch, da die Vektoren
vom Kugelmittelpunkt Z zum Kreismittelpunkt M und zu den Peripheriepunkten
Q immer den gleichen Winkel einsdlie en:

hZM ;A ZQi
9
ZM:A ZQi iZM;A ZQi

coy6MZP) = ¢ = const
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mit
0 1
100
A=H0 10K
00 1

Wir haben dabei bereicksichtigt, da die Vektorkoordinaten bereits die projektiven
Punktk oordinaten sind (die Kugel wird ja ausdem Mittelpunkt projiziert) undda es
ein Skalarprodukt zwisthen zwei Punkten nicht gibt, sonderneine Abbildung A auf
die Geraden dazwisthengesbrieben werden mu, deren Matrix im Falle der Kugel
aber gerade gleich der Einheitsmatrix ist und deshalb nicht explizit gestirieben
werden meisste. Wir wollen aber eine allgemeineFormel, die nicht nur fer die Kugel
gilt, sondernfur alle anderenPolarit aten auch. Fer die Punkte Q einesKreisesum
M ist also

hQ; AM 2

- - = const:
Q; AQihM; AM i

Die Konstante wird etwa durch einenPunkt Q; bestimmt, von dem wir wissen,da
er auf der Peripherie liegt. Also ist

hQ; AMi%MQ1;AQii = Q1;AMi?hQ; AQi :

In anderen Worten, durch Q; ist der Radius und damit der Kreis bestimmt. Wir
haben also sdhlie lic h die quadratische Form

hQ;KQi = 0; K= AhQ1;AMi? mQ:;AQii AM AM (D.13)

erreicht. Ist A und M gegelen, bleibt ein essetieller Parameter fur die De nition
der Kreise frei. Er entspricht dem Radius. Die Abbildungen 9.16{ 9.19zeigensolde
einparametrigen Scharen von Kreisen.

In der euklidischen Geometrie ist ein Kreis durch drei Punkte Q1;Q2; Q3 be-
stimmt. Nun haben wir den Kreis als speziellen Kegelstinitt zu nden. Die bei-
den fehlendenBestimmungssticke fer den Kegelstnitt werdendurch die Bezielung
zum absoluten Kegelstnitt ersetzt. Sind uns drei Punkte gegelen, konstruieren
wir zunachst den Umkreismittelpunkt desDreieds als Scnittpunkt zweier Mittel-
senkredqiten und berutzen dann Formel (D.13). Wir kennenauch durch Spiegelung
an Mittelsenkrechten erst weitere Punkte konstruieren und dann die Formel (C.20)
berutzen.

Wann bestimmt eine quadratische Form K einen Kreis? Das ist der Fall, wenn
es einen Mittelpunkt M gibt. Die von ihm getragenen Strahlen schneiden K in
zwei Punkten, deren Mitte immer durch M gegelen wird. Erinnern wir uns an
Abbildung D.4, dann de nieren die Strahlen g durch den Mittelpunkt Pole P[g]
bezglich desabsolutenKegelsdnitts, die aufder Polarenp[M]von M liegen.Wegen
der Teilung desKreisesK ist die Polare am absoluten Kegelstnitt auch die Polare
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Die metrischen Bezielungen seien durch

einen absoluten Kegelsdnitt bestimmt. Wir

wahlen den Mittelpunkt M desKreisesund

bestimmen seinePolare p[M ]. Nun betrach-
ten wir einen Durchmesserg. Sein Pol P[g]

liegt auf der Polaren von M. Die (gestri-

chelten) Tangerten an den absoluten Kegel-
schnitt  stehen auf g senkretit. Die (strich-

punktierten) Tangerten, die denKreis in sei-
nen Sdnittpunkten mit dem Durchmesser
g berehren, messen ebenfalls auf g senk-
recht stehen. Deshalb gehensie auch durch

P[g]. Das heit, der Pol eines Durchmes-
sers bezglich des absoluten Kegelsdnitts

Bg fallt mit dem Pol K g bezglich des
Kreises selbst zusammen.

Polare des Mittelpunkts p[M] Kreise dieser allgemeinen Form sind die

Rotationsbahnen von Kapitel 9.

P[gh' T
_=" i

Abbildung D.8: Der Kreis

am Kreis. Fur das Strahlbuscel M gilt daher,da K 1g/ Bg fur alle m durch M
gilt (Abb. D.8). Die Gleichung hQ; KQi = 0 de niert also einen Kreis, wenn esein
Strahlbuschel M gibt, dessenStrahlen g Fixstrahlen von KB sind:

KBg= g ; beifestem fur allegmit g;Mi=0:

Dual dazumu eseine Punktreihe g (die dann gleich p[M ] ist) geben, derenPunkte
Q die Bedingung

KQ= AQ; beifestem fur alle Q mit hg;Qi =0

erfullen. Kreise sind die Kegelsdinitte, die den absoluten Kegelstnitt zweimal
berehren. Die Berehrpunkte liegen auf der Polaren p[M ] des Mittelpunkts M. In
Abbildung D.8 sind sie aber nicht reell. Der Mittelpunkt M und seinePolare p[M ]
sind nicht nur in Bezug auf den absoluten Kegelstnitt, sondernauc in Bezug auf
den Kreis selbst polar.

Wir bestimmennun eine Peripherie, d.h. die Kurv e, fur die der Peripheriewinkel-
satz gilt, den geometristien Ort aller Punkte, die mit einer feste Sehneein Dreiedk
festen Scheitelwinkels bilden. In der euklidischen wie in der pseudauklidischen Ebe-
ne ist das ein Kreis. Wir werden zeigen,warum im allgemeineneine Kurv e vierter
Ordnung entsteht. { Wir leiten die Formel an der Kugel ab. Gegelen ist eine Sehne
(zwei Punkte) auf der Kugel. Ein Punkt Q de niert zwei Ebenen mit den Nor-
malformkoe zienten g1 = Q Qi und g = Q Q.. Der Winkel zwisdhen diesen
beiden Ebenenist der Winkel, unter dem Q1Q> von Q aus gesehenwird. Dieser
Winkel mu durch einen dritten Punkt Qs gegelen sein. Denken wir nun an den
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Peripheriewinkelsatz, dann ist die Gleichung einer Peripherie also
o1 Bopi . hgs1; Bgs2

|34 - L T H

hg1; Bgiihgz; Bozi hgs1; Bgsiihgsz; Bgaol

Das ist eine Gleichung vierter Ordnung, die Peripherie ist kein Kegelstnitt

(Abb. 9.13), im Gegensatzzu dem ertarteten Fall der euklidischen kremmungs-
freien Geometrie. Gleichung (D.14) kann auch mit A gestirieben werden. Bei der

= cos (konstart) : (D.14)

ErsetzungB'l = ®A. ., IM A, ergibt sich die schene Formel
. AQr QA . AQ1 QA .
QA T, MMM Toag, @
AQr QA . AQx QA .

= (A ——————)QihQ; (A —=— == :
Qi Q1AQ: JQIhQ:( Q2AQ2 Qi

Dabei mu der Wert von dadurch bestimmt werden, da die Kurve durch den
dritten Punkt Q3 gehensoll. Zerlegtmanin der Formel Q als Linearkombination Q =

1Q1+ 2Q2+ 3Qsz, dann ergibt sich fur jeden Wert von 1= 3 eine quadratische
Gleichung fur >= 3. Auf jedem Strahl durch Qi liegen zwei Punkte der Kurve
(Abb. 9.13).

D.5 Zwei Beispiele

Die Verwandtschaft der Geometriender Ebenesoll an zwei Beispielenerlautert wer-
den, die beide einen besonderengeometristien Reiz haben. Wir verzichten auf die
Beweise, die wirklic hes Kopfzerbredhen erfordern, und demonstrieren nur die For-
mulierung mit projektiven Mitteln.

Unser erstes Beispiel ist ein verble ender Sdnittpunkt. Die Verbindungsli-
nien der Schnittpunkte  von drei Kegelsc hnitten sdineiden sich in einem
Punkt, wenn zwei dieser Kegelstinitte jeweils einen Brennpunkt gemeinsamhaben
(Abb. D.9).

Zunadhst meissenwir wissen,was ein Brennpunkt ist. Wie wir im vorigen Ab-
schnitt gesdirieben haben, ist der Kreis ein Kegelsainitt K mit einem Mittelpunkt
M . Jede Sehneg durch diesenMittelpunkt (d.h., hg;Mi = 0) hat einen Pol Pk[q]
bezglich K und einen Pol Pg[g] beziglich B. Beide Pole fallen fur einen Kreis zu-
sammen.Wir messennun mit solcen projektiven Begrien aud die Brennpunkte
F1;F2 von Ellipsen und Hyperbeln H de nieren. In der euklidischen Geometrie ler-
nen wir, da die Sehneng durch einen Brennpunkt F (d.h., hg;Fi = 0) senkrett
auf der Verbindungslinie desPols Py [g] mit dem Brennpunkt F stehen.Senkredt-
stehenist nun in der allgemeinenmetrisch-projektiven Geometrie aber das Passieren
des Pols Pg[g]. Die Brennpunkte F einesKegelstnitts hQ; HQi = 0 messenalso
dadurch de niert werden, da die beiden Pole Pg[g] und Py [g] jeder Sehnedurch
einen Brennpunkt mit diesemselbst kollinear sind. Da das fer beide Brennpunkte
gelten soll, mu also

Hijg= Bg+ F 1
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fur hg; F1i = 0 und
Hi;9=Bg+ F2
fur hg; Foi = 0 gelten. Daraus folgt

H ; Fi;F2]=B (F1 F2+ F2 Fi) (D.15)

M T
H:]_;B l|:2I
beziehungsweise
AF, AF,+ AF, AF;
I’Fl;Ain
AF, AF1+ AF, AF,
I”Fl;AFli I”FZ;Ain

H[; F1;F2] = A

2 (

mit

_ I’Fl;AinZ .

"~ W1 AF2i2  2hF g AFihFo; AFqi

— I’Fl;AFlthz;Ain

H:]_;Ainz ZrFl;AFlthz;Ain
und = =(1+ ). FallenF; und F, zusammen,ergibt sich die Gleichung desKreises.
< 1 entspricht der Ellipse der euklidischen Geometrie, > 1 der Hyperbel.
Nun seien Fi;F»;F3 drei Brennpunkte und H; = H[ 1;F2;F3], Hy =

H[ 2;F3;F1l, Hz = H[ 3;F1;F>] drei Kegelshnitte, die jeden Brennpunkt gemein-
sam mit einem anderen der drei haben. Diese Kegelstnitte haben je zwei Direc-
tricen, die Polaren der Brennpunkte (di» = HiF», und so fort). Zwei Kegelstnitte
haben jeweils zwei reelle Sthnittpunkte (H 1 und H, schneidensich in Q31 und Qs3»,
H, und H3z in Q11 und Qq», sdilielich Hz und H1 in Q21 und Q2»), durch die eine
Sehnegelegtwerdenkann (g1 = Qi1 Qi2, 2 = Q21 Q22, 83 = Qa1 Qs2). Die
drei Sehnensdneiden sich in einem Punkt, d.h., [g1; 02; gz3] = O.

In der euklidischen (wie auch in der Mink owski-Geometrie) kann man zeigen,
da jede Sehnedurch zwei Schnittpunkte von Directricen geh, also etwa g; durch
Q1 = dy1 d3; und Ry = dyz dsp. Mit der Darstellung g1 = Q1 R31 kann man
dann mit einfacher Algebra zeigen,da die drei Sehnendurch einen Punkt gehen.
Im nichteuklidischen Fall gelt die Sehnengy noch durch Qy, aber nicht mehr durch
Rg.

Das zweite Beispiel ist ein bereahmtes Problem der antik en griechischen Mathe-
matik. Es ist die Dreiteilung des Wink els, eins der klassishien Probleme, das
keine allgemeineLosungauf der Basis einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal be-
sitzt. Man ndet die Dreiteilung mit Konstruktionen, die Scnitte aus Kreis und
Hyperbel suchen. Wir zeigenhier eine Konstruktion im Mink owski-Raum, die dual
zu einer bekannten Konstruktion der euklidischen Ebeneist, und teilen den pseu-
doeuklidischen Winkel in drei Teile (Abb. D.10). Die Dualit at veranlat uns, das
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Abbildung D.9: Der Sehnenshnittpunkt
dreier Kegelsdnitte

Die Abbildung zeigt drei Punkte Fi;F;;F3.
Je zwei dieser Punkte seienBrennpunkte ei-
nesKegelsdnitts. Zu diesensind in gleichem
Stil die Directricen und deren Schnittpunk-
te gezeitinet. Die Sehneng;; gz; gz durch die
Sdnittpunkte der Kegelshnitte scneiden
sich in S.

Abbildung D.10: Die Dreiteilung des
Winkels

Wir zeigendie Dreiteilung desWinkelsin der
Mink owski-Geometrie.

Die invarianten Richtungen sind wie eblich
gewahlt. Der Winkel wird so gelegt,da die
Gerade gy die Horizontale ist. Genau dann
wird der im Text de nierte Kegelsdnitt H
nach euklidischem Ma ein Kreis.

Ergebnisin projektiver Form zu fassen.{ Aus unsererSicht ist der Kreis K die ele-
mentare Figur, fur die eseine ziemlich einfach strukturierte Gleichung gibt, wenn
der absolute Kegelsanitt B bekannt ist (Gleichung (D.13)). Ist B nur vom Rang
2, soertartet Gleichung (D.13) zu einer leerenGleichung. Wir meissenalso dann B
durch einenkleinen Term erganzen,der den vollen Rang herstellt, invertieren und in
der Gleichung (D.13) den Grenzelbergangherstellen, in dem dieser Zusatzterm ver-
schwindet. Der feahrende Term wird dann durchaus trivial, aber der nacste liefert
wieder eine richtige Gleichung. Wir kennen sie wie folgt darstellen. Ist B nur vom
Rang 2, so de niert B eine absolute Polare p, mit deren Hilfe B als Derivat einer
Matrix B vollen Rangesdargestellt werden kann:

Bp Bp.
hp;B pi

Diesekann gewshnlich invertiert werden,A B = E. Wir nden mit der De nition

P P

A=A BB



214ANHANG D. DER UBERGANG VON DER PROJEKTIVEN ZUR METRISCHEN EBENE
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Abbildung D.11: Hyperbel und euklidi-
sther Hohensdinittpunkt

Der euklidische Hehensthnittpunkt eines
Dreiecks liegt auf dem pseudceuklidischen
Umkreis, wenn dieser eine gleichseitige Hy-
perbel ist. { Und als Korollar: Alle Ke-

Abbildung D.12: Kreis und pseudcaukli-
discher Hehenstnittpunkt

Der pseudceuklidische Hehenshnittpunkt
eines Dreiedks liegt auf dem euklidischen
Umkreis, wenn die ausgezeibneten Rich-
tungen, die pseudceuklidisch auf sich selbst

gelsanitte durch ABCH sind gleichseiti-
ge Hyperbeln, deren Mittelpunkte auf dem
Feuerbad-Kreis liegen.

senkretit stehen, euklidisch aufeinander
senkrett stehen.

wieder eine Matrix mit Rang 2, mit derenHilfe die Kreisgleichung hQ; KQi = 0 mit

M1, AMi hQ1; A1Qui
P Quihp; M ° p;Quz ¢ P
gestirieben werden kann.

In Abbildung D.10 rechnen wir mit einem Mink owskischen Ma B. Der (gestri-
chelt gezeitinete) Kegelsdinitt K um den Sceitelpunkt O des Winkels aus den
Geraden gg und g1, der nach euklidischen Ma st aben beurteilt eine Hyperbel ist,
ist in dem durch B gegelenen Ma ein Kreis. Er schneidet g; im Punkte P. Nun
wird um den Mittelpunkt Q von OP ein Kegelsdnitt H durch P gelegt, der im
euklidischen Fall eine Hyperbel, hier also ein (nach euklidischen Ma st aben beur-
teilter) Kreis ist. DiesenKegelstnitt de nieren wir unabhengig von der speziellen
Geometrie als Konstrukt aus B und go. Wahrend der Kreis K mit B konstruiert
wird, sudchen wir den Kegelstnitt H als Kreis auf der Basis einer Matrix

1
—( MA:+AM p)

K=A;1+2 -
1 hp;Mi

PP g
Wir bestimmen so,da die beidenB; ensprechendenAsymptoten (de niert durch
he;B,ei = 0,in Abb. D.10nicht reell) bezglich B senkredit aufeinanderstehen(d.h.,
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he;; Beyi = 0). Es ergibt sich dann immer = 2. Schneidenwir nun K (den B-Kreis
durch P um O) mit H (dem B1-Kreis durch P um Q), erhalten wir weitere reelle
Sdnittpunkte D, im euklidischen Fall drei, im pseudceuklidischen Fall einen. Man
kannnun zeigen,da die Geradeng, = O D in g; mbergehenwennsieerstan go und
dann am Ergebnis g3 = Sg,[00] gespiegeltwerden. Damit ist 36 [g2; do] = €[Jo; 01]-
Im euklidischen Fall gilt dies naterlich nur modulo 2 .

Abbildung D.10 illustriert das Verfahren. Wir legen den durch B bestimmten
pseudceuklidischen Kreis K als Hyperbel um den Vertex O und nden auf dem
zweiten Sdcenkel den Punkt P. Durch den Mittelpunkt Q der Stredke OP legen
wir den (euklidischen) Kreis H und nden den Sdnittpunkt D. Nun ziehenwir die
SehnePD, die das Asymptotenkreuz in E und F sdneidet und halbieren sie mit
dem Punkt H, der auch AB halbiert, wie wir von der Hyperbel wissen.Die Gerade
gs halbiert alsoden Winkel 6[gy; g;] nach pseudceuklidischemMa . Wir meissennun
nur noch zeigen,da gy den Winkel €[gs; g2] hach pseudceuklidischem Ma teilt. g
ist aber die horizontale Achse und teilt deshalb gerade dann 6[gs; gy] auch nach
euklidischemMa . In diesemrechnen wir weiter. Der Winkel 6 ODP ist nach Thales
ein rechter Winkel, 6 F OE ist esnadh Voraussetzung(genauerwegender Wahl von
B und B;). Deshalbgilt 6§ FOD = 6 FEO. Andererseitssind nach euklidischem Ma
OH und HE gleich lang, also6 FEO = 6 HOE. Damit ist 6FOD = 6 HOE, und
0o halbiert nicht nur 6 FOE, sondernauch 6 D OH . Damit ist nach euklidischem wie
pseudceuklidischem Ma 6[gy; go] = ©[do; 93]. Nach pseudceuklidischem Ma war
aber 6 [gy; g3] = 6[0s; g1]- Deshalbist nach pseudaeuklidischemMa nun 36 [g; go] =
6[go; 01]-

Die Dreiteilung desWinkels ist eine Aufgabe jenseits der L esbarkeit mit Zirkel
und Lineal allein. Das liegt in der euklidischen wie in der pseudceuklidischen Geo-
metrie am Fehlen einesabsoluten Pols. In der Galilei-Geometrie ist die Dreiteilung
desWinkelsaquivalert der Dreiteilung einer Stredke und mit Zirkel und Lineal allein
ausfhrbar. Dual dazu nden wir, da die Dreiteilung einer Stredke nicht mehr mit
Zirkel und Lineal allein zu bewaltigen ist, wenn es keine absolute Polare gibt, also
etwa auf der Kugel (d.h. in der elliptischen Geometrie).

Es gibt auch einfachere Beispiele der Verwicklung von Kreis und gleichseitiger
Hyperbel als die Dreiteilung desWinkels. Die Abbildungen D.11 und D.12 zeigen,
da eine Hyperbel auc in einer einfachen euklidischen Konstruktion und ein Kreis
in der dualen pseudcuklidischen Konstruktion gefundenwerden kann. Konstruie-
ren wir den Hehensanittpunkt einesDreiedks nach der euklidischen Regel, liegt er
auf allen gleichseitigen Hyperbeln, die durch die Dreiedkspunkte gehen.Dual dazu
kennenwir den Hehensdnittpunkt nach der pseudceuklidischen Regel bestimmen.
Dann liegt er auf dem euklidischen Umkreis des Dreiedks. Wir lassenden Beweis
dem Leser.
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Anhang E

Die metrisc he Ebene

E.1 Klassi k ation

Wir wollen hier die formale Grundlage fur die Darstellung in Kapitel 9 ertwickeln®.

Dazu erweitern wir zunachst die projektive Ebene auf den projektiven Raum. Des-
sen Punkte und Ebenensind nun Scnitte mit einem Geraderbeischel bzw. einem
Raumbeisdhel, dasvon einemZentrum im vierdimensionalenlinearen Raum getragen
wird. Jeder Punkt im dreidimensionalenprojektiven Raum hat nun vier homogene
Koordinaten, Q = (Q%; Q% Q3;Q%), und die gewshnlichen Koordinaten erhalten
wir etwa durch ( ; ;) = (Q'=Q* Q?=Q* Q3=Q%. Das zum Punkt duale Gebil-

de ist nicht mehr die Gerade, sondern die Ebene. Geraden kann man sowohl als
Scnitt zweier Ebenen oder als Verbindung zweier Punkte darstellen. Eine Ebene
hat ebenfalls vier homogeneKoordinaten, e = (e1; e;e3;€4). Der Punkt Q liegt
in der Ebene e, wenn das Skalarprodukt der Koordinatenquadrupel versdwindet,

he:Qi = QK = 0.

Dem Kegelshnitt entspricht nun im dreidimensionalenprojektiven Raum ein Ge-
bilde, daswir allgemeineine Quadrik nennen.Eine solthe Quadrik kann ein Ellipsoid
oder ein Hyperboloid sein, diese Namen sind aber der Anschauung im euklidischen
Raum entlehnt. Projektiv unterscheidensich die Quadriken nur durch ihre Signatur,
d.h. durch die Di erenz in der Zahl der positiven und negativen Diagonalelemerne
in einer Diagonaldarstellung der Matrix K. Auch dieser Untersdhied ist fur uns
ohne Belang. Wir wollen hier die Quadrik mit Hauptachsenparallel den cartesisten
Koordinatenlinien darstellen und wahlen deshalb

x_ 92, @ 19, @z v2_t

2 2 Z T2

Der Mittelpunkt hat die Koordinaten Z = [ ; ; ;1], die Hauptachsenquadratesind
a?=c?, b’=c? und c?=cP. Sind dieseWerte alle positiv, ist die Quadrik in der gewahlten

IWir benutzen die Summationskonvention.
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Darstellung ein Ellipsoid. Die dreidimensionalePolarit &t ist dann durch die Matrizen

o, 1
2 ‘13 0 P
0 0 1
A = 4 © E cdetA= ——— (E1
% o 0 3 =  det Zree ED
2 2 2
z ¥ ¥ @etwtwvte
und
0 a2 d2 2 d2 d2 d2 1
d? K d? 2 d? d?
B = % o2 42 2 22 & E (E.2)
d? d? d? d?

darzustellen. Ein Punkt Q hat die polare Ebene [Q] = A Q, eineEbene hat den
Pol P[ ]= B

Wir setzennun d = 1. Der Schnitt mit der Ebenez = 0 ist ein Kegelstnitt der
Gleichung

t)2 t)2
(Xa2)+(yb2)

Ist < ¢, shneidet die Quadrik die Ebeneim Reellennicht. Wir kennen

0 1
A=B

, 2
=t (1 g):

% 0
o L

2
Zz 7 1tztg

C2 2
. A =
2 2 X ’ det a2?c?
tz

MY

schreiben. Fur B ist daseigertlich komplizierter, aber im nichtentarteten Fall haben
wir einfach das Inversevon A zu bilden, d.h.,

1
2 2
¥ 1+ Z+ )

0
c? > 2
B = ﬁ% b2( 1+F+C_2) 1&:

Wir wberzeugenuns, da die polare Ebene [Q] = A Q einesPunktes in der Ebene
Zz = 0 dieseEbenein der Polaren p[Q] = AQ sdneidet. Schlie lic h gilt die Eigen-
schaft der Punkte der polaren Ebene,mit dem Aufpunkt Q die beidenSdnittpunkte

der Verbindungsgeradenmit der Quadrik im Raum harmonisc zu teilen auch fer
die Punkte, die auf dem Schnitt der polaren Ebenemit der Zeicheneleneliegen. {

Wir wberzeugenuns, da die polaren Ebenen [Q] = A Q der Punkte Q einer Ge-
raden g in der Ebenez = 0 alle eine Geradep[g] gemeinsamhaben, die dieseEbene
z = 0im Pol P[g] = Bg der Geraden schneidet. Wahlen wir auf g zwei Punkte,
schneiden sich deren polare Ebenenin einer Geraden. Diese Gerade erweist sich als
unabhangig von der Wahl der Punkte, solangesie auf der Geradeng liegen. Es ist
die Polare p[g] der Geradeng.
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Im Raum kennen also Geraden zueinander polar seir?. Die gefundeneGerade
p[g] schneidet die Ebenez = 0 im Pol P[g] = Bg der Geraden. Wir kennen dual
dazu auch so vorgehen,da wir erst die Ebenendurch die Gerade g bestimmen
und dann die Pole dieser Ebenenaufzusuden. Dies Pole liegenim nichtentarteten
Fall wieder auf der bereits konstruierten polaren Geraden.{ Wenn B nicht entartet
ist, ist jeder Punkt Pol zu einer Geraden, die nun seinePolare heit: p[Q] = AQ,
und AB = E. Im Entartungsfalle (detB = 0) ist auch A entartet (detA = 0 und
AB = 0). Dann bestimmensich A und B wedselseitignur noch unvollstandig.

Wir haben folgende Falle zu entscheiden:

1. Der die Polaritat de nierende Kegelstnitt ist reell und nicht entartet. Im
Dreidimensionalenheit das, wir kennen die Quadrik durch eine Kugel dar-
stellen, die unsere Zeichenekene schneidet. Statt der Kugel kennten wir auch
ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid nehmen,fur die projektiven Bezietungenist
das ohne Wirkung. Die Polaritat [at sich durch eine reelle Konstruktion mit
demreellenKegelsdnitt herstellen,und der Reckgri  auf den dreidimensiona-
len Raum nicht unmittelbar erforderlich. Allerdings hat der reelle Kegelsdnitt
die Eigenstaft, Punkte und Geradenin invariante Untermengen einzuteilen.
Das sind die Transitivit atsgebiete, die wir schon oft besdirieben haben. Es
ergeben sich drei Unterfalle.

(@) Wir wahlen die Geraden als Erzeugendensystemdie den Kegelsdnitt
schneiden, und kennen dann die Punkte im Innern desKegelsdnitts er-
zeugen.Wir erhalten so dasKleinsche Modell der nichteuklidischen Geo-
metrie (Lobachevski-Geometrie)

(b) Wir wahlen die Geraden als Erzeugendensystemdie den Kegelstnitt
scthneiden, und die Punkte im Au engebiet desKegelstnitts. Wir erhal-
ten dann das Modell der deSitter-Geometrie. Zeitartige Geraden schnei-
den den Kegelstnitt, raumartige Geradenmeidenihn.

(c) Wir wahlen die Geraden als Erzeugendensystemdie den Kegelstnitt
nicht schneiden, und die Punkte im Au engebiet des Kegelstnitts. Wir

2Das liegt daran, da der dreidimensionale projektive Raum durch den vierdimensionalen homo-
genenRaum dargestellt werdenmu , in dem die Geraden h nicht mehr durch eine lineare Gleichung,
sondern durch zwei dargestellt werden, denen die Form

hik Xk =0

mit einer antisymmetrisc hen Koe zien tenmatrix hi gegelen werden kann. Mit dem vierstelligen
Permutationssymbol i m (numerisch gleich mit *'™ und der Reziprozitat wm “™5= 2(| &
m 1)) kann eine Gerade durch zwei Punkte Q und R mit dem Koe zien tenschema hi [Q; R] =

i im Q'R™ dargestellt werden. Die Schnittgerade zweier Ebenen und istha[; 1= i «  « i-
Unterstellen wir die Polaritat = [Q]und = [R] nden wir durch Einsetzen fur j = p[h] die
Formel

ik = (Ar Ags ™ °) him
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erhalten dann das Modell der Anti-deSitter-Geometrie. Zeitartige Gera-
den meidenden Kegelstnitt, raumartige Geradensdneidenihn.

Jedesmal erhalten wir modi zierte metrische Beziehungen. Die Quadrik im
dreidimensionalenRaum kennte auch ertartet sein,wenn sienur einenichtent-
artete Schnittkurv e hat, also etwa ein normaler Kegel, der nicht im Zentrum
gestnitten wird. In Kapitel 7 habenwir die Lobachevski-Geometriegeradeso
eingetihrt.

. Der die Polaritat de nierende Kegelstnitt ist nicht reell, aber auch nicht ert-

artet. DiesenFall stellenwir reell im dreidimensionalenprojektiven Raum dar,
indem wir dort eine Quadrik wahlen, die die Zeichenekenenicht schneidet. Wir
erhalten dann das Modell der elliptischen (spharischen) Geometrie.

. Der die Polaritat de nierende Kegelsdnitt hat nur einen reellen Punkt P.

DiesenFall stellenwir reellim dreidimensionalenprojektiven Raum dar, indem
wir dort eineQuadrik wahlen, die die Zeichenekeneberehrt. Wir erhalten dann
das Modell der antieuklidischen Geometrie. Wie im ersten Fall kann auch hier
die Quadrik in bestimmter Form entartet sein:Der Punkt kennte dasZerntrum
einesDoppelkegelssein. Der Punkt P wird Pol aller Geradender Ebene,und
alle Polaren gehendurch diesen Pol. Im Polarerbesdel ist eine Involution
de niert, die keine Fixstrahlen hat.

. Der die Polaritat de nierende Kegelstnitt ist zu einem reellen Punktepaar

entartet. Wir erhalten dann das Modell der pseudauklidischen Geometrie
(Mink owski-Geometrie). Alle Punkte haben eine gemeinsamePolare, die Fern-
geradein der cartesishien Darstellung. Alle Pole liegenauf dieserPolaren, auf
der einelnvolution de niert ist, die zwei Fixpunkte hat: die reellenPunkte des
de nierenden Kegelsanitts.

. Der die Polaritat de nierende Kegelsdnitt ist zu einem Punktepaar entartet,

das nicht reell ist, das aber eine reelle Verbindung hat. Wir erhalten dann

das Modell der euklidischen Geometrie. Alle Punkte haben eine gemeinsame
Polare, die Ferngeradein der cartesistien Darstellung. Alle Pole liegen auf
dieserPolaren, auf der eine Involution de niert ist, die keinereellen Fixpunkte

hat.

. Der die Polaritat de nierende Kegelsdnitt ist zu einem reellen Doppelpunkt

entartet, dasheit, er hat dort auch eine reelle Tangerte. Wir erhalten dann
das Modell der Galilei-Geometrie. Alle Punkte haben eine gemeinsamePola-
re, die Ferngeradein der cartesistien Darstellung. Alle Geraden haben einen
gemeinsamenPol, den reellen Punkt desKegelsdnitts.

. Der die Polaritat de nierende Kegelstnitt ist zu einem reellen Geradenpaar

enartet. Alle GeradenhabeneinengemeinsamerPol, den Schnittpunkt, durch



E.1. KLASSIFIKA TION 221

denalle Polaren gehen.Im Polarerbeischel ist einelnvolution de niert, die zwei
Fixstrahlen hat, namlich das Geradenpaar (Anti-Mink owski-Geometrie).

Wir wollen nun diese neun Falle formalisieren. Dazu legen wir das Zentrum
der Quadrik zunachst in den Punkt [x;y;z;t] = [0;0;1;1]. Damit lassensich alle
besprachen Falle darstellen bis auf einen: wenn der Schnitt mit der Ebenez = 0 ein
Geradenpaarsein soll. Dieser Fall ist nur mit einem Zentrum [X;y;z;t] = [0;0;0; 1]
zu behandeln. Wir sdreiben also zunachst

0o, 1
3 (1) 0 0
0 0 0 E 1
= Z : = _
A % 0 0 1 1 , detA TR
0 0 & 1+3%
und
0 1

O 0 0
B_%o&oo%
"@0 0 & 1 1
o0 1 1

In der Zeichenebeneenstehen die Ausdreicke

0 1 0 1

% 0 0 kP> 0 0
A=BOo L o K/ B o a 0

0 0 1+3% 0 0 a1l @

und
1 0 1

a’( 1+ %) 0 0 a’(l & 0 0

B=® 0 R 1+L) 0K/ B o Bl &) 0% :
0 0 1 0 0 2

Wenn A eine Kugel ist, a = b = ¢, und diese die Ebene schneidet, ¢ > 1,
entstehen inde nite Matrizen A und B, die (bis auf denin homogenenKoordinaten
immer freien Faktor) zueinanderinverssind: AB / E. Schneidet die Kugel die Ebene
nicht, c< 1, sind A und B beidede nit. Bershrt die Kugel die Ebene,c= 1, hat B
nur noch den Rang 1 und A den Rang 2.

Nun betrachten wir den Grenzfalla = c= 1, aberb! 0. Die Kugel wird also
plattgedreckt. Wichtig ist, da die Ebene, auf die das geshieht, die Zeichenebene
sthneidet. Andernfalls ergibt sich auch in der Grenzenur der bereits gesehenaweite
Fall. Die Kugel wird also ein Diskus. Ist ¢ < 1, schneidet er die Ebene nicht, und
wir erhalten A vom Rang 1 und B vom Rang 2 und semide nit. Ist c> 1, schneidet
er die Ebenelangs einer von 2 reellen Punkten begrenztenStredke. A bleibt vom
Rang 1, B vom Rang 2, aber B ist nun inde nit. Berehrt der Diskus die Ebene,
c= 1,sind A und B vom Rang 1. In allen drei Fallen ist die Geradey = 0 durch A
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de niert: Esist dasBild der Ferngeradender euklidischen Geometrie,der Mink owski-
Geometrie und der Galilei-Geometrie. Danad bleibt nur noch ein Fall ebrig. Wir
setzenim dreidimensionalen Raum einen Kegel an, dessenAchse in der Zeichen-
ebene liegt. Dazu ersetzenwir in den Formeln (E.1) und (E.2) b? durch ©?, um
den Vorzeihernwedsel desKoe zien ten anzuzeigen,und lassend? gegenUnendlich
gehen.Es ergelen sich nun die Formeln

0 1 0 1 0 1
E P 0 0 P 0 0
A=B0 L o k/Bo & 0o K! Bo a ok
o o & o o &F 0 0 0
und
0 1 0 1 0 1
a2 0 0 & 00 000
B=GO0 ¥ 0K/® o0 ¥ ok! ©0O0OK:
0 O d? 0 0 1 001

Denken wir an die Dualit at zwischen Geradenund Punkten in der projektiven
Geometrie, entspricht der Vertauschung beider die Vertausdung der Rollen von A
und B. In diesemSinne rechtfertigen sich die Bezeitinungen fur die antieuklidische,
die anti-Mink owskisde, die Anti-Lobachevski-Geometrie.

Wir sdlie en mit der Betrachtung des Sinussatzesund zeigenihn am Beispiel
der Dreiede aus zeitartigen Geradenin der deSitter-Geometrie (Abb. 7.24). Diese
wird auf die (Pseudo-)Kugelim Dreidimensionalengezeitinet, damit alle Bewegun-
gen der Geometrie (Pseudo-)Drefungen werden. Die Transformationsmatrizen im
Dreidimensionalen haben dann die Determinante 1, und das Spatprodukt dreier
Ortsvektoren [OA; OB ; OC] ist invariant. { Wir wahlen nun den Aquator so,da er
den Punkt A passiertund da B auf dem Meridian durch A liegt (Abb. E.1). Wir
zeichnen den Tangertial-Einheitsv ektor AT ag bei A in Richtung B und nden eine
Komponertenzerlegung

OB =C0A [c]+ATas [¢]; dh; OB =OCA+ATas [ d;

wobei ¢ der Zentralwink el, also die Langeder Geodate AB ist. Der Meridianschnitt
ist hier eine pseudeuklidische Ebene,deshalbist [ ¢c] = coshc und [ c] = sinh c.
DieseAufspaltung ernthalt nur invariant besdiriebeneSteicke, ist also selbstinvariant
(d.h., unabhangig von der speziell gewahlten Lage der Strecke AB). Wir kennen
deshalb allgemein auch OT = OA + AT ac [ b setzen.{ Wir werten nun das
Spatprodukt [OA; OB ; OC] aus. Esist gleich dem zweifachen Volumen der Pyramide
OAB C. Die ist aber volumengleit der Pyramide OAB C , weil sich beim Ersetzen
von B durch B und von C durch C die Grund ache OAB = OAB und die
Hehe C G nicht andern. Nun ist AB = [ cJund AC = [ b]. Wir setzenC G =
AC [ ] In unseremFalle ist auch die Tangertialebene pseudceuklidisch, es gilt
deshalb [ ]= sinh . Wir nden

[OA;0B;0C]=2[b [ [ ]



E.1. KLASSIFIKA TION 223

A

Abbildung E.1: Die charakteristischen Abbildung E.2: Die charakteristischen

Funktionen. I. Funktionen. I1.

Wir sehendas aufgestnittene Hyperboloid Wir werten das Dreieck AB C in der

des Radius 1 mit einer Tangertialebeneim Tangenialebene aus. Das Volumen der

Punkte A. Die Seite c = AB des Dreiecks Pyramide OAB C ist durch 2V =
AB C liegt im Meridian. ATag und ATac  [OA;OB ;0T ] = sinh b sinh ¢ sinh  ge-

sind Einheitsvektoren in der Tangertialebe- geben.

ne. Es gilt hier AC = sinhb, AB = sinhc

und C G=AC = sinh

Sind alle drei Seiten des Dreieds zeitartig, kann wieder wegender Invarianz des
Spatprodukts jeder der drei Punkte einesDreieds als Bezugspunktgewahlt werden,
und esqilt zyklisch [ bl [ [ J=[cd[al ] ]=1[a [b [ ]oder

[al: [b:[c=T[1:01 ]:T I: (E-3)

Sehenwir die neun Geometrien als solthe Zertralpro jektionen an, dann unterschei-
densiesidch je nach Charakter der Meridianebenenund der Tangertialebenen.Bei po-
sitiver Kr emmung der Geometrieder Ober ache sind die Meridianebeneneuklidisch
([ a] = sina, Abb. 7.17), bei negativer Kr ummung pseudcuklidisch ([ a] = sinh a,
Abb. 7.19), ohne Krummung sind sie Galileisch ([ a] = a). Die Tangertialebenen
sind euklidisch ([ ]= sin ) fur die Geometrien mit gewehnlicher Dreiedksunglei-
chung (Abb. 7.8, 7.9), sie sind pseudauklidisch ([ ] = sinh ) fur die antihyper-
bolische (Abb. 7.27), die Minkowski- und die deSitter-Geometrie (Abb. 7.25), sie
sind Galileisch ([ ] = ) fur die antieuklidische, die anti-Mink owskiste und die
Galilei-Geometrie. Die Funktion [ r] besdireibt die Abhangigkeit desBogenseines
Kreissektors vom Winkel: Ist r die Lange des Radius, soist der Bogenb= [ r].
Die Funktion [ ] besdtreibt die Abhangigkeit desSinus s (d.h. der LangedesLo-
tes vom Startpunkt desBogensauf den anderen Schenkel des Sektors) vom Bogen,



224 ANHANG E. DIE METRISCHE EBENE

Tabelle E.1: Tabelle der Signaturen der neun Geometrien der Ebene

[ @ =sina [a]=a [ @l = sinha
Kugel Euklid Lobachevski
[ ]=sin B=+ + + B=0+ + B = + +
A=+ + + A=+00 A = + +
Anti-Euklid Galilei Anti-Mink owski
[ 1= B=00+ B=00+ B=00+
A=+ + 0 A=+00 A = + 0
Anti-Lobachevski Mink owski DesSitter
[ ]=sinh B = + B=0 + B=+ +
A=+ + A=+00 A= +

s= [ r][ ] Sowiejenach Charakter der Meridionalebenen [ a] gleich sina, a und
sinha seinkann, nden wir auch [ ] gleich sin , und sinh je nach Charakter
der Tangertialebenen. Es ergibt sich die Tabelle E.1.

E.2 Die Metrik

Die Metrik der metrisch-projektiven Ebene gestattet die Darstellung des Abstands
zweier Punkte in der gestilossenenForm

dAiB]= 3INDIABIKIA BLKJA BJ; (E.4)

wobei K ; und K, die Schnittpunkte der VerbindungsgeradenAB mit dem absoluten
Kegelshnitt sind. Far den Winkel gilt entsprechend

[gh]= >nDlghikily hlkolg N

Die Metrik entartet, wennK ! K. Dann bleibt in der ersten Ordnung

AV
AK

BV
Ky=Ki+"V I D[A;B; KK+ "V]= 1+"(—BK )

ebrig. Falls hier K1 die Koordinate 1 bekommt, wird die Entfernung zur Koordi-
natendi erenz auf der Geraden.
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Wir konstruieren nun die Metrik der Geometrien, die in den vorangegangenen
Kapiteln untersucht worden sind. Sie scha en insbesondereden Anschlu an die
Betrachtungen der Kosmologie, die sich im allgemeinen auf eine soldhe metrische
Darstellung stutzen. { In der zweidimensionaleneuklidischen Ebenegilt in cartesi-
sthen Koordinaten

ds? = dx2+ dy? und ds?= dx?+ dy?+ dz?

im dreidimensionaleneuklidischen Raum. Substituieren wir Polarkoordinaten in der
Ebene(x = rcos' ,y=rsin'), ensteht

ds? = dr?+ r%d' 2 : (E.5)

Substituieren wir Kugelkoordinaten im Raum (x = rsin cos' ,y = rsin sin',
Z=rcos ), nden wir

ds®= dr?+ r2d %+ sin®> d' ?): (E.6)

Der Teil in der Klammer besdreibt, was wir auf der Kugel ache vor nden. Wir
sehenalso,da im Vergleidh mit (E.5) der Ausdruck

ds?=d 2+ sin® d' ?: (E.7)

das Linienelemert einer homogenpositiv gekremmten Flache ist.
In der dreidimensionalenMink owski-Welt gilt in cartesisdqen Koordinaten

ds® = c’dt® dx® dy?:

Fehren wir hier neben den Polarkoordinaten auch noch die kosmologisbe Zeit ein
(dann haben wir das Aquivalent der Kugelkoordinaten), nden wir

t= cosh[]; r= sinh[ ]; ds?=c’d 2 (c)?d 2+ sinh’[ ]d' ?):

Entfernungen vom Punkt = 0, die durch eine feste Koordinate  markiert sind,
werdenmit der Zeit immer gre er. Das Linienelemert besdireibt Milnes Explosions-
kosmos(Abb. 7.19). Der Teil in der Klammer,

ds®=d 2+ sinh?[ ]d' ?;

besdireibt eine homogennegativ gekremmte Fladhe. Ersetzen wir die Wink elkoor-
dinate ' der Kreise um den gewahlten Ursprung der Ebenedurch die Koordinaten
( ;') der Kugeln um den Bezugspunktim Raum, erntsteht das Schema

0o 1 0 N 1
sin? far positive Kr eammung

ds?=d 2+ 2 K(d 2+sin® d'2) B fur Kremmung Null
sinh? fur negative Kr ummung
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fur das Linienelemert homogenerRaume.

Ein kosmologisbes Modell ist nun eine Welt, die man als homogenenRaum mit
zeitlich variablem Ma konzipiert. Das Linienelemert der Welt lautet dann®

ds®= cdt® a’[t](d >+ r’[ J(d >+ sin® d' ?)):

Die Funktion r[ ] kann dabei sin (Raume positiver Kremmung), selbst (un-
gekrammte Raume) oder sinh  (Raume negativer Kr uammung) sein. Die Funktion
alt], der Expansionsparameter,besdireibt die zeitliche Variabilit at des raumlichen
Ma es (verglichen mit dem Zeitablauf). Die relative Anderung von a,

_ ldaft] |

T a dt
heit Expansionsrate.Die Einsteinschen Gleichungen der Allgemeinen Relativit ats-
theorie reduzierensich auf die Friedmann-Gleichung

, ke2 c¢2 8 G_

H+ —= — + %: (E.8)
a2 3 3

Hier ist k das Vorzeiden der Kremmung, die kosmologisbe Konstante und %die
(mittlere) Massendidite.

Die Kosmen des Kapitels 7 sind die leeren Friedmann-Kosmen (%= 0). Die
Mink owski-Welt zeigt einen Raum der Kr ummung Null ohne Expansion (k = =
H = 0). Der Milne-Kosmos (Abb. 7.18) ist ein Raum negativer Kr emmung in li-
nearer Expansion,k = 1, = 0. Er entsteht aus der Mink owski-Welt durch eine
andereWahl und Interpr etation der Koordinaten, hat aber dieselke abstrakte Metrik.
Der deSitter-Kosmosist die Ober ache einer Pseudokugel.Je nach Koordinatenwahl
kann er als ungekrmmmter exponertiell expandierenderRaum (Abb. 7.20) mit dem
Linienelemert

ds? = 2dt? ajexp[Hot](d 2+ 2(d 2+ sin®> d' ?)) ;

als positiv gekrammter kontrahierender und expandierenderRaum (Abb. 7.22) mit
dem Linienelemert

ds? = c?dt? a3 cost[Hot](d 2+ sin?[ ](d 2+ sin? d' 2))

oder als negativ gekrammter explodierender Raum (Abb. 7.24) mit dem Linienele-
ment

ds? = 2dt?  a3sinh?[Hot](d 2+ sinh?[ ](d 2+ sin? d' 2))

angesehenwerden. Bei anderer Wahl der zeitartigen Richtung entsteht der Anti-
deSitter-Kosmos (Abb. 7.26) mit dem Linienelemert

ds? = ¢?dt? a3 coS[Hot](d 2+ sinh?[ ](d 2+ sin? d' 2)) ;

3Diese Form des Linienelements heit Robertson-Walker-Linienelement oder auch Friedmann-
Robertson-Walker-Linienelement, die Modelle Friedmann-Kosmen.
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ein Raum negativer Kremmung, der sich aufblaht und wieder in sich zusam-
mensteirzt.

Wir beendenden Anhang mit der Ableitung der Metrik ausdem Doppelverhalt-
nis. Das Linienelemert der metrisch-projektiven Ebene erhalten wir als di eren ti-
elle Form der Formel (E.4). Liegen A und B dicht beieinander,soist das Doppel-
verhaltnis nahe Eins, der Logarithmus nahe Null. Zunacst aber bestimmenwir die
Sanittpunkte K, in der Form K, = P + Q. Die Koe zien ten , genegender
Gleichung

0= KKm:AKpi = P;API + 2 hhP;AQi + 2HQ:AQi :

Wir nden also

- P;AQi _ WP;API
2T "mAQi T T 2T IQiAQI
R I
L .= HP;AQi2 HhP;APIhQ;AQi : (E.9)

Q; AQi
Nun lesenwir

Ak _ [S;P;K4][S;Q;K2] _ 1,
PP QiKaiKa] = [S;P;KA[S; QK1 2

Ist nun Q dicht bei P, Q = P + dP, soist 1 nur wenig von » versdieden,
2= 1+ O[dP], und wir kennen

1. . . 1. .
diP; Q] = EInJD[P;Q;Kl;KZ]J =311 ot O2[dP] :

schreiben. Wegender Vietasdhen Wurzelsatze (E.9) ergibt das
S

dpP;Ql= |1

P, AQi?] _ 9 — _
P APhG AQr * O2AdPl= i1 cogdPiQli + O[dP]:

Diesenletzten Ausdruck erhalt man direkt beider Betrachtung der Kugel und deren
Verallgemeinerung:Die Distanz zwisden zwei Punkten auf der gewshnlichen Kugel
ist in Strahlkoordinaten durch

0

1

. 100

cosd[Q;P] = p QAP . A= %O 10K (E.10)
0 01

" IQ;AQIhP; APi

gegelen. Auf der Pseudokugelist A entsprechend zu verandern. Dareberhinaus ist
unter Umstandender Kosinus durch seinenhyperbolischen Partner zu ersetzen.Wir
merken an, da die Formel (E.10), so wie wir sie gestirieben haben, homogenist:
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Q, P und A kennen durch Vielfache ersetzt werden, ohne da sich das Ergebnis
verandert.

PIAQIZ  _ HP _ Q):(APAQ)

2. -0l =
FPiQl 1 cosdPiQI= 1 erm e s = T e ARG AG)

Um die di erentielle Form zu nden, sdreibenwir Q = P + dP und beaditen, da
(AP AQ)/ B[P Q]ist. Wir erhalten

P dP):(AP AdP)i

ds? =

hP; APi2
, NP _dP);B(P dP)i _ B™ mj P'dP)  PkdP' (E.11)
P; APihP; APi (A P1PK)2 ' '

Ist P = [x;y;1], dP = [dx; dy;0], und liegen B und A in einer Normalform mit
Diagonalelemeren 0; 1 oder 1 vor, sogeht dieserAusdruck in die bekannten Nor-
malformen der Metrik homogenerEbenen uber. So erhalten wir fer die elliptische
Geometrie die Formel

0 1
100
_Bo 10K 1 de= T (xdy yd)®

fur die Lobad1evski Geometrie

10 O

B = % 01 O g | ds? = dx2+ dy? (xdy ydx)2 .
00 1 (1 x2 y?? ’
und fer die DeSitter-Geometrie
1
10 O
B = %} 0O 1 0 X | d82= dx? + dy2 (Xdy de)Z -
o0 1 L+ x2 y?)? !

fur die Anti deSitter- Geometrie

10 0
B= % 0 108K 1 dg= & A (xdy ydo®
0 0 1 (L+ X2 y%)?

Die anderen Geometrien ergeben die einfacheren Falle.



