
Anhang A

Spiegelungen

Begri�e, mit denen wir rechnen wollen, m•ussenaus zwei Gr•unden, soweit es geht,
von anschaulichen Bez•ugen befreit werden. Zum einen gef•ahrdet die Anschauung
mit ihren mannigfaltigen Assoziationenden logisch fehlerfreienSchlu�, zum anderen
erreicht man Gedankengeb•aude,die auf physikalisch ganzverschiedeneGegenst•ande
passenk•onnen. Paradoxerweiseerweitert also die Abstraktion von der Anschauung
die Anwendungsm•oglichkeiten.

Die unbewu�ten Assoziationender Anschauung sind es,die uns Dinge f •ur selbst-
verst•andlich halten lassen,die in einenlogischen Schlu� nicht eingehend•urfen. Gera-
de die Geschichte der Einsteinschen Relativit •atstheorie hat eindr•ucklich gezeigt,da�
man sich von dem Vorurteil einesmechanischen •Athers als Tr•ager desLichts befrei-
en mu�, um zu einemklaren Verst•andnis und zu richtigen Vorhersagenzu gelangen.
Wenn wir mit unserem Gedankengeb•aude in Bereiche vordringen wollen, die jen-
seits der Ma�e der t •aglichen Lebensliegen, gibt esviele Dinge, die nicht im Gep•ack
sein d•urfen. Man �ndet aber immer erst nach und nach heraus,welche essind. Die
axiomatische Methode versucht von vornherein, blinde Passagiereim Reisegep•ack
zu vermeiden, indem sie die anschauliche Begri�sb estimmung durch eine implizite
ersetzt. Implizit hei�t hier, da� man einen Satz von Eigenschaften benennt, die ein
Gegenstandhaben soll, und nun die Erforschung desGegenstandesauf dieseEigen-
schaften allein st•utzt. Die Abstraktion von der Anschauung verbietet aber nicht,
sich an der Anschauung oder gar am physikalischen Experiment zu orientieren. Wir
haben die Kugel und auch das Hyperboloid benutzt, um dieseOrientierung jenseits
der euklidischen Geometrie zu �nden.

Wir suchen nach der Darstellung von Operationen, die uns die Gleichheit von
Gegenst•andenunabh•angigvon Lageund Orientierung feststellenlassen.Wir nennen
dieseOperationenBewegungen,und da wir vom konkreten Ablauf abstrahierenwol-
len, m•ussenwir voraussetzen,da� sich Bewegungenwieder zu Bewegungenzusam-
mensetzen.Das ist dasGegenst•uck zur Transitivit •at logischer •Aquivalenzrelationen.
Auch deren Symmetrie �ndet hier ihren Ausdruck: Da es gleich sein soll, welchen
Gegenstandwir bewegenund welcher die Ziellage bestimmt, mu� die Umkehr ei-
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ner Bewegungwieder eine Bewegungsein. In einer Folge von Bewegungensoll auch
beliebig zusammengefa�t werden k•onnen. Die Bewegungensollten also eine Gruppe
bilden, die Bewegungsgruppe. Das hei�t:

1. Die ZusammensetzungzweierBewegungenist wiedereineBewegung:Sind zwei
Figuren einer dritten kongruent, so sind sie auch untereinander kongruent.

2. Die einzelnenBewegungeneiner Kette k•onnen beliebig zusammengefa�t wer-
den, solangeihre Reihenfolgedabei nicht ge•andert wird.

3. Die Bewegung in den Anfangszustand zur•uck z•ahlen wir auch, sie ist dann
die sogenannte inverse Bewegung. Setzen wir sie mit der vorangegangenen
Bewegungzusammen,ergibt sich der Ausgangszustand.

4. DaseinfacheBelassendesZustandsmu� deshalbauch noch unter die Bewegun-
gen gerechnet werden. Diese

"
Bewegung\ , bei der eigentlich nichts geschieht,

ist die Eins unsererBewegungsgruppe. Setzenwir einebeliebigeBewegungmit
dieserEins zusammen,ergibt sich wieder die erste Bewegung.

Gew•ohnlich denken wir uns Bewegung anschaulich als Operation in einem Raum.
Man kann aber eine jede Gruppe als Bewegungsgruppe au�assen, wenn man die Be-
wegungins Auge fa�t, die die Gruppe auf sich selbst erzeugenkann. Das wichtigste
Beispiel daf•ur sind die Transformationen. Als Transformation mit dem Gruppenele-
ment a bezeichnen wir die Bewegung,die jedesGruppenelement g auf Ta[g] = a� 1ga
abbildet. DieseOperation bewahrt die volle Struktur der Gruppe, ist in anschauli-
chem Sinne also eine Bewegung.

Wasim Einzelnenbewegt wird, davon soll unsereRechnung und unsereDe�nition
unber•uhrt bleiben. Aus der Sicht der Mathematik beleuchtet und entfaltet die Rech-
nung die abstrakte Struktur der Bewegungsgruppe. Sie bestimmt, waskongruent ist
und was nicht kongruent ist, d.h., sie bestimmt die Geometrie. Die Anwendung auf
ein physikalischesObjekt erfordert einerseitsdie Interpretation dieserStruktur und
andererseits ihre experimentelle Sicherung, und beide sind von charakteristischen
Unsicherheiten betro�en [72].

Merkw•urdigerweisekann man nun den Begri� der Bewegung auf den der Spie-
gelung (an Geraden der Ebene, an Ebenen im Raum) reduzieren, die selbst keine
eigentliche Bewegung ist, d.h., sie kann nicht durch die physische Bewegung eines
Objekts verwirklicht werden1. Dennoch ist dieseReduktion m•oglich. Mit ihr wird
die Spiegelungzu einemGrundbegri� der metrischen Geometrie.Spiegelungerlaubt
den Transport von Strecken und Winkeln und ihren Vergleich unabh•angig von der
Lage der Gegenst•ande, die verglichen werden sollen.

1Erweitert man die Ebene bzw. den Raum um eine Dimension, dann wird aus der Geraden-
spiegelung bzw. der Ebenenspiegelungeine Umklappung, d.h. eine Drehung durch die zus•atzliche
Dimension. Die Spiegelung an einer Geraden der Ebene wird so eingebettet in eine Umklappung
des Raums an der Geraden, die eine (involutorische) Drehung um den gestreckten Wink el ist.
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1. Ist S[A] das Spiegelbild des Punktes A, dann ist der Spiegelder geometrische
Ort aller Punkte, die von A und seinemSpiegelbild S[A] gleich weit entfernt
sind.

2. Ist S[A] dasSpiegelbilddesPunktes A und Q ein beliebigerPunkt auf dem Spie-
gel, dann bildet der Spiegelmit den GeradenQA und QS[A] gleiche Winkel.

Das scheint unmittelbar klar, und sowerdenwir unsereAbstraktion auch ausgestal-
ten. Merkw•urdigerweisegestattet der normale Spiegelein solch operativesVorgehen
geradenicht, denn wir vermessenein Bild im Spiegelzun•achst mit dem Spiegelbild
des Ma�stabs und nicht mit dem Ma�stab selbst. Erst die halbdurchl •assigenSpie-
gel gestatten es, das (virtuelle) Spiegelbild mit einem reellen Ma�stab zu vermes-
sen.Dann wird auch deutlich, da� eine wiederholte Spiegelungin die Ausgangslage
zur•uckf•uhrt. Dies ist die entscheidende Eigenschaft, die im axiomatischen Zugang
de�niert , was eine Spiegelungist [4]. Die abstrakte De�nition der Spiegelungbe-
handelt zun•achst nur die algebraischen Relationen. Wir bereiten den Anschlu� an
die Begri�sw elt der Geometrie vor, indem wir beschreiben, welche algebraischen
Ausdr•ucke Punkte und Geradensein sollen.

Die elementare Spiegelungist Spiegelungan einerGeraden,und zu jeder Geraden
gibt es eine Spiegelung.Wir werden also zumindest einen Teil S der Spiegelungen
als Repr•asentanten von Geraden ansehenk•onnen. Dieser Teil S wird als Erzeu-
gendensystemgew•ahlt. Die Elemente der Bewegungsgruppe sind Produkte solcher
Spiegelungen.Auch ein Punkt ist als involutorische Abbildung bestimmbar. Er ist
das Produkt aus zwei Geraden,wenn diesesProdukt selbst wieder eine Spiegelung
ist. In der euklidischen Ebene sehenwir sofort, da� die konsekutive Spiegelungan
zwei aufeinandersenkrechten GeradeneineDrehung um � am Schnittpunkt darstellt
(Abb. A.1). { Es gilt ein wichtiger Satz, da� alle Produkte von mehr als drei Er-
zeugendenals Produkt h•ochstensdreier Erzeugenderdargestellt werdenkann. Jedes
Produkt aus einer geradenAnzahl ist ein Produkt zweier Geraden.

Als Gegenstandder Geometrie bestimmen wir nach diesen Einsichten also ei-
ne Bewegungsgruppe G, die durch involutorische Elemente (Spiegelungen)erzeugt
werdensoll. DiesesErzeugendensystembezeichnen wir mit S. Es soll sich bei Trans-
formationen nicht •andern (da wir im Sinn haben, die Erzeugendenals Geraden
anzusehen,und Geradenauch bei Transformation Geradenbleiben m•ussen):

g 2 S ; a 2 G : ! a� 1ga 2 S :

Die Elemente von S k•onnen wir nun als die Geraden der Geometrie ansehen(ge-
nauer sind es Spiegelungenan den Geraden) und werden sie deshalb mit kleinen
Buchstaben bezeichnen.

Aufbauend auf dem Begri� der Geraden, de�nieren wir nun auf algebraischem
Wegeden Punkt: Diejenigen Spiegelungenaus G, die sich als Produkte zweier Ele-
mente von S darstellen lassen,nennen wir Punkte (genauer sind es Spiegelungen
an den Punkten) und bezeichnen sie mit gro�en Buchstaben. Die Anschauung sagt



166 ANHANG A. SPIEGELUNGEN

Abbildung A.1: Der Punkt als Produkt
zweier Geraden
Stehenin der euklidischen Ebenezwei Gera-
den aufeinander senkrecht, werden bei kon-
sekutiven Spiegelungendie Bilder um den
Schnittpunkt gedreht, wobei die Iteration der
Bewegungsofort wieder in die Ausgangslage
zur•uckf•uhrt. Der Schnittpunkt ist also wie-
der eine Spiegelung,geh•ort aber nicht zum
Erzeugendensystem.Das Produkt der Spie-
gelungenan zwei nicht aufeinandersenkrecht
stehendenGeraden ist keine Spiegelung.In
unseremBild fallen Sh [Sg[F ]] und Sg[Sh [F ]]
in dem Ma�e auseinander,wie h und g von
der lotrechten Lage abweichen.

Abbildung A.2: Ein Punkt auf einer Ge-
raden
Nur wenn der Drehpunkt auf der spiegeln-
den Geradenliegt, k•onnenwir erwarten, da�
esgleichg•ultig ist, ob die Drehung um einen
gestreckten Winkel vor oder nach der Spie-
gelung an der Geraden ausgef•uhrt wird. In
unseremBild fallen SA [Sg[F ]] und Sg[SA [F ]]
in dem Ma�e auseinander,wie A und g von
Inzidenz entfernt sind. Liegt A auf g, fallen
SA [Sg[F ]] und Sg[SA [F ]] zusammen.

uns, da� dasProdukt zweier Spiegelungenimmer eineDrehung ist. Eine Drehung ist
aber auch involutorisch, wenn der Drehwinkel der gestreckte Winkel ist. Die beiden
Geradenbestimmen also einen Punkt zun•achst nur, wenn sie lotrecht sind. Wir de-
�nieren damit das Senkrechtstehen •uberhaupt: Zwei Geradeng; h sind genaudann
lotrecht zueinander,g ? h, wenn ihr Produkt involutorisch ist, ghgh = 1. Wie wir
erwarten m•ussen,folgt aus h = h� 1, g = g� 1 und hghg = 1 eben h = ghg = g� 1hg:
Die Gerade h f•allt mit ihrem Spiegelbild Sg[h] = g� 1hg an g zusammen.Das ent-
spricht unserer von euklidischen Verh•altnissen gepr•agten Anschauung. Verbinden
wir einen Punkt A mit seinemSpiegelbild g� 1Ag = gAg, ist die Verbindungsgerade
h = (A; gAg) auf g senkrecht, denn dasSpiegelbildghg von h verbindet die gleichen
Punkte und f•allt daher mit h zusammen(wenn A und gAg verschiedensind). Genau
dann, wenn A und g� 1Ag gleich sind, liegt A auf g. Dies hei�t aber nichts anderes,
als da� gA = Ag, oder gA wieder eine Spiegelungh ist, die selbst auf g senkrecht
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Das Produkt der Spiegelungenan drei Ge-
raden, die im B•uschel liegen, ist wieder ei-
ne Geradenspiegelung,derenGeradeim glei-
chen B•uschel liegt, ScSaSb = Sd.

Abbildung A.3: Spiegelbildliche Lage von Geraden

steht (ghg = ggAg = Ag = gA = h). Nur wenn der Drehpunkt auf der spiegelnden
Geradenliegt, k•onnenwir erwarten, da� esgleichg•ultig ist, ob die Drehung um einen
gestreckten Winkel vor oder nach der Spiegelungan der Geraden ausgef•uhrt wird
(Abb. A.2).

Wenn wir an die Behandlung von Geradendenken, die sich im Endlichen nicht
schneiden,verzichten wir bei den Schnittpunkts •atzenauf den Schnittpunkt und de�-
nieren statt dessenein B•uschel: Geradenliegenim B•uschel (man nennt siedann auch
konkurrent), wenn sieentwedereinengemeinsamenPunkt oder ein gemeinsamesLot
haben2. Wenn das Produkt dreier Geraden, die im B•uschel liegen, wieder eine Ge-
rade ist, k•onnen wir den Mittelsenkrechtensatz, der so wichtig f •ur die Konsistenz
der Interpretation des L•angenvergleichs ist, bereits ableiten. Wir fordern deshalb
als Axiom: Liegen drei Geraden im B•uschel, ist ihr Produkt wieder eine Gerade:
abc= d; ab = dc. In diesemFalle sprechen wir auch davon, da� b;d in Bezug auf
a;c spiegelbildlich liegen (Abb. A.3). Ist ab = da, ist a die Gerade, an der b in d
gespiegeltwird (b = a� 1da = ada). Die Geometrie wird trivial, wenn alle Geraden
aufeinanderlotrecht stehen,wir wollen alsoauch die Forderung erf•ullt sehen,da� es
Geraden gibt, die auf den beiden Geraden eines lotrechten Paaresnicht senkrecht
stehen.

Es reicht aus, f•unf Axiome der Spiegelungzu w•ahlen, um das Fundament f•ur
Bau der Geometrie zu legen[4].

1. Zu zwei Punkten A; B soll es stets eine verbindende Gerade g = (A; B ) (d.h.,
AgAg = 1 und B gB g = 1, kurz A; B j g) geben.

2Die Anschauung sieht hier gern sofort einen Punkt (den Tr•ager des B•uschels, durch den die
Geraden gehen), aber im allgemeinen m•u�te dieser Punkt nicht zur Bewegungsgruppe geh•oren,
sondern nur in der projektiv en Erweiterung sichtbar sein.
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2. Werden zwei Punkte von zwei Geraden verbunden, A; B j g; h, dann sollen ent-
weder die beiden Punkte oder die beiden Geradenzusammenfallen.

3. Gilt a;b;c j A, so soll ein d mit abc= d existieren.

4. Gilt a;b;c j g, so soll ein d mit abc= d existieren.

5. Es soll drei Geradeng; h; j geben,von denendie erstenbeidenlotrecht zueinander
sind (g j h), die dritte aber auf keiner der beidenerstenlotrecht ist (wederg j j
noch h j j tre�en zu).

Diese Axiome sichern die Existenz einer eindeutigen Verbindungsgeradenzweier
Punkte, die Eindeutigkeit eines Schnittpunkts und die Existenz von Spiegelgera-
den f•ur drei im B•uschel liegendeGeraden. Schlie�lic h ist auch die Reichhaltigkeit
gegeben.

Wir wollen nun verdeutlichen, wie man mit solchen Spiegelungenrechnen kann.
Wir werden dies am Schnittpunkt der Mittelsenkrechten und am Schnittpunkt der
H•oheneinesDreiecks zeigen.Der Satz vom Schnitt der Mittelsenkrechten sichert die
Konsistenzder Vorstellung, da� SpiegelungenL•angen•ubertragen. In einer hypothe-
tischen Konstruktion von Quasispiegelungen,f•ur die der Mittelsenkrechtensatz nicht
zutri�t, kann die Interpretation, da� die Spiegelungenl•angentreu sind und dadurch
den L•angenvergleich erm•oglichen, nicht konsistent sein.

Zun•achst zeigenwir, wie man eine Gerade g konstruiert, die mit zwei anderen,
ma und mc, im B•uschel liegt und durch einen Punkt B geht, der nicht auf diesen
beidenGeradenliegt (Abb. A.4). Dazu spiegelnwir B an ma (maB ma = C) und mc

(mcB mc = A). Die Verbindungen a = (B ; C) und c = (B ; A) sind nun senkrecht zu
ma bzw. mc und de�nieren die Punkte M a = ama und M c = cmc. Wir spiegelnnun B
an der Verbindungsgeradend = (M a; M c) und konstruieren sodasLot e = (B ; dBd)
aus B auf d. Die drei Geraden a;e;c gehenalle durch B , ihr Produkt g = aec ist
also eine Gerade,die nat•urlich auch durch B geht. Wir zeigen,da� sie mit ma und
mc im B•uschel liegt:

magmc = maaecmc = M aeMc = ddMaeMc = dMadeMc = dMaedMc :

DiesesProdukt ist wieder eine Gerade, dM a e dMc = h, weil dMa, e und dMc alle
senkrecht auf der gleichen Geradend stehen,also im B•uschel liegenund ihr Produkt
eine Gerade h sein mu�. Damit erf•ullt g das Konstruktionsziel. { Nehmen wir nun
an, wir haben im Dreieck � AB C die Mittelsenkrechten ma und mc konstruiert
(Abb. A.5). Dann gilt de�nitionsgem•a�

mcA = B mc ; Cma = maB :

Wir ziehen nun die Gerade g durch B , die mit den beiden Mittelsenkrechten im
B•uschel liegt (d.h. im einfachstenFalle, die durch dengemeinsamenPunkt der beiden
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Abbildung A.4: Die Verbindung mit ei-
nem virtuellen B•uscheltr •ager
Zwei Geradenma und mc sind gegeben. Ge-
sucht ist eine Gerade g, die mit den beiden
im B•uschel liegt und durch den Punkt B
geht. Wir bestimmenzuerst die Spiegelpunk-
te A = mcB mc und C = maB ma und dann
die Mittelpunkte M a = ama und M c = cmc,
die wir durch d verbinden. Auf diese f•allen
wir aus B das Lot e und �nden g in spie-
gelbildlicher Lage zu e, wenn wir uns auf die
Verbindungen a = [B ; C] und c = [B ; A] be-
ziehen.

Abbildung A.5: Der Mittelsenkrechten-
satz. I I.
Zu den beidenMittelsenkrechten mc und ma

ziehenwir die Geradeg durch B , die mit den
beiden Mittelsenkrechten im B•uschel liegt.
Das Produkt der drei Geradenma , g und mc

ist per Axiom wieder eine Gerade h. Man
kann zeigen, da� diese Gerade die Mittel-
senkrechte von A und C ist.

Mittelsenkrechten geht). Dann gilt einerseitsgB = B g, andererseitsist dasProdukt
der drei Geradenma, g und mc per Axiom wieder eine Geradeh:

ma g mc = h : (A.1)

DieseGeradeist aber die Mittelsenkrechte von A und C:

hA = magmcA = magB mc = maB gmc = Cmagmc = Ch :

Damit ist der Mittelsenkrechtensatz bewiesen.Wir k•onnenauch umgekehrt mit dem
Mittelsenkrechtensatz zeigen,da� dasProdukt dreier im B•uschel liegenderGeraden
wiedereineGeradeseinmu�. Dazu verfolgenwir die Konstruktion einfach r •uckw•arts.

Bevor wir zum H•ohensatzkommen, zeigenwir noch, da� ein Produkt AgB aus
zwei Punkten A und B und einer Geraden g genau dann eine Gerade h ist, wenn
g lotrecht zu der Verbindung von A und B ist (Abb. A.6). Wir betrachten nur
den nichttrivialen Fall, da� A 6= B . Auf der Verbindungsgeradenc errichten wir
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Abbildung A.6: Das Produkt AgB
Steht die Geradeg auf der Verbindungslinie
AB senkrecht, so ist das Produkt AgB der
drei entsprechendenSpiegelungenwieder ei-
ne Geradenspiegelungh, wobei h in AB spie-
gelbildlich zu g liegt.

Abbildung A.7: Der H•ohensatz.I I.
Wir zeichnen in einem Dreieck A; B ; C
die H•ohen ha ; hb; hc und ihre Fu�punkte
Fa ; Fb; Fc. Zu den H•ohenzeichnen wir in den
Ecken die spiegelbildlich liegendenGeraden
ka = bhac, kb = chba und kc = ahcb. Wir
spiegelndann ka an b (rb = bkab) und an c
(r c = ckac), f•allen auf beideSpiegelungendie
Lote ausFa (sb = (Fa ; rb) und sc = (Fa ; r c)).
Schlie�lic h spiegelnwir kb an a (ta = akba).
Das Produkt FakbFc = u ist eine Gerade,
eben das Produkt hahbhc.

die beiden Lote q = Ac und r = B c. Ist nun AgB eine Gerade, so ist es auch
cAgB c = qgr , und das geschieht genau dann, wenn q; g; r im B•uschel liegen, d.h.,
wenn g ebenfalls auf c senkrecht steht. Das Produkt AgB ist damit ebenfalls auf c
senkrecht. •Ahnlichesgilt f•ur ein Produkt gAh. Ein solchesProdukt ist genaudann
wieder ein Punkt B , wenn g und h ein gemeinsamesLot c haben und der Punkt A
auf diesemLot liegt. { Nun k•onnenwir denH•ohensatz(Abb. A.7) beweisen.In einem
Dreieck A; B ; C mit a = (B ; C), b = (C; A), c = (A; B ) konstruieren wir die H•ohen
ha; hb; hc als Verbindungslinienha = (A; aAa), hb = (B ; bBb) und hc = (C; cCc). Die
Fu�punkte sind dann die Produkte Fa = aha, Fb = bhb und Fc = chc. Die Produkte
der sich in den Ecken tre�enden Geradenbezeichnen wir mit ka = bhac, kb = chba
und kc = ahcb. Die Geradenha und ka liegenalsosymmetrisch zu b und c usw. Nun
bestimmen wir noch f•unf Hilfsgeraden, indem wir etwa ka an b und c spiegelnund
so die Geraden r b = bkab und r c = ckac �nden und { wenn die Seiten desDreiecks
nicht paarweiseaufeinander senkrecht stehen, also abc6= 1 ist { schlie�lic h aus Fa

die Lote sb = (Fa; rb) und sc = (Fa; r c) auf diesebeiden Geraden f•allen. Die f•unfte
Gerade ist ta = akba. Nun k•onnen wir mit der algebraischen Berechnung beginnen.
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Zum ersten liegen die beiden Lote sb und sc spiegelbildlich zu a:

asba = aFasbFaa = hasbha = ha(Fa; rb)ha = (haFaha; harbha) = (Fa; r c) = sc ;

weil

harbha = habkabha = habbhacbha = cbha = cbhacc = ckac = r c :

Zum zweiten rechnen wir nach, da�

Far cFc = ahar cchc = ahackacchc = abbhackahc = abkakahc = abhc = akca

eineGeradeist. Der Punkt Fc liegt alsoauf dem Lot, dasausFa auf r c gef•allt werden
kann, d.h., auf sc. Zum dritten zeigenwir, da� kb auch auf sc senkrecht steht. Dazu
berechnen wir das Produkt

rbFata = bkabahaakba = bkabhakba = bkakackba = bckba = bhb = Fb :

Die Geradeta = akba ist also senkrecht auf dem Lot (Fa; rb) = sb, also ist kb = ataa
senkrecht auf asba = sc. Da nun aber sowohl Fa als auch Fc auf sc liegen und kb

senkrecht sc ist, mu� das Produkt FakbFc = u eine Geradesein. Da aber

hchbha = hccchbaaha = FckbFa = u

auch gleich dieser Geraden ist, liegen die drei H•ohen im B•uschel. Das wollten wir
zeigen.

Schlie�lic h pr•ufen wir, da� der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten auch der
H•ohenschnittpunkt desSeitenmittendreiecks ist. Das ist nur dann unmittelbar klar,
wenn das Parallelenaxiom gilt: Dann ist n•amlich die Verbindung der Seitenmitten
M a und M c parallel zur Seite b und das Lot in M b auch senkrecht auf dieser Ver-
bindung, ist alsoH•ohe im Seitenmittendreieck. Gilt dasParallelenaxiom aber nicht,
dann mu� gerade gezeigt werden, da� die Mittelsenkrechte mb senkrecht auf der
Verbindung M aM c ist. Wir sehenan der Konstruktion in Abb. A.5 und in Glei-
chung (A.1), da� mambmc = g eine Gerade ist und durch den Punkt B geht, d.h.,
B gB = g. Die Seiten a und c gehenaber auch durch B , deshalb ist agc auch eine
Geradedurch B . Das formen wir um in

agc = amambmcc = M ambM c :

Das Produkt M ambM c ist eine Gerade. Folglich steht mb senkrecht auf der Ver-
bindung M aM c, ist also H•ohe im Seitenmittendreieck. Dual zu dieserAbleitung ist
der Beweis, da� die H•ohen einesDreiecks auch Winkelhalbierendeim Dreieck der
Fu�punkte sind.

F•ur weiterf•uhrende Darstellungen verweisenwir auf das Buch von F.Bachmann
[4] und andere Literatur [118, 119, 120, 128, 129, 130]. Die algebraische Methode
erlaubt, soman sich an die Formalisierung gew•ohnt hat, auch dann noch schnell und
zuverl•assigSchl•ussezu ziehen,wenn die Zeichnung unerquicklich kompliziert wird.
Dar•uberhinauser•o�net sieauch neueM•oglichkeiten desRechnens.Dennoch seidem
Leser empfohlen, einen Blick in die B•ucher aus der hohen Zeit der synthetischen
Geometrie zu werfen [111, 126, 127].
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Anhang B

Transformationen

B.1 Ko ordinaten

•Ublicherweise bezeichnet man die Punkte eines Raums oder der Welt durch Ko-
ordinaten. Das sind Zahlenwerte, die uns so etwas wie r•aumliche Entfernungen in
verschiedeneRichtungen oder auch zeitliche Intervalle angeben. Die De�nition von
Koordinaten selbst kann axiomatisch versucht werden, sie kann aber auch explizit
erfolgen.

Zun•achst entstehen Koordinaten nicht anders als durch eine willk •urliche, aber
stetige Zuordnung von Zahlenkombinationen zu den einzelnenPunkten desRaums,
bzw. den einzelnen Ereignissender Welt (Abb. B.1). Wir sind frei, andere Koor-
dinaten zu substituieren. Es ist eine zweite Frage, wie die Beschreibung der uns
interessierendenObjekte solchen Substitutionen anzupassenist. Mit Ausnahmeder
allgemeinenRelativit •atstheorie wird dieseFreiheit nicht voll eingesetzt.Statt dessen
beruft man sich auf die Notwendigkeit, die existierende Bewegungsgruppe einfach
darzustellen. Eine Bewegungverschiebt die Punkte und Figuren in neuePositionen
und Orientierungen. Nehmen wir an, es gebe eine Untergruppe derart, da� es f •ur
jeden Punkt A genau ein Element der Untergruppe gibt, das einen Ursprung O in
A verschiebt. Dann nehmenwir einfach die Beschreibung der Elemente der Unter-
gruppe als Koordinaten. Aber auch jetzt ist die Zuordnung der Koordinaten, das
Koordinatensystem, nicht eindeutig. Die Transformationen, die unsereDarstellung
nicht st•oren, sind die Automorphismen der Gruppe. Bei solch einer Transformati-
on erzeugt die einfache Substitution der alten Koordinaten durch neue(die passive
Transformation) das gleiche Resultat wie die physikalische Bewegungaller Objekte
in die von den neuenKoordinaten bezeichneten Positionen (aktiv e Transformation).
Bei richtiger Rechnung sind passive Transformationenzun•achst nicht eingeschr•ankt.
Die Auswahl der Bewegungenentsteht erst durch den Vergleich. In diesem Sinne
sind Bewegungendie Transformationen, die sowohl aktiv als auch passivausgef•uhrt
werden k•onnen und dann das gleiche Ergebnis haben1.

1 In der allgemeinen Relativit •atstheorie ist die Bewegungsgruppe in den meisten F•allen trivi-
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In der Physik gehenwir implizit vor. Das erste Newtonsche Axiom der Mecha-
nik sagt uns, da� esKoordinatensystemegibt, in denendie kr •aftefreien Bewegungen
geradlinig und gleichf•ormig verlaufen. Wir k•onnen uns dann •uber die Relation zu
den Weltlinien vierer freier K •orper ein zun•achst linearesBezugssystemkonstruieren.
Nach linearer Transformation einessolchen Bezugssystemserhalten wir ein anderes
lineares Bezugssystem.Das dritte Newtonsche Axiom (in der Huygensschen Fas-
sung) liefert uns den Impulssatz(Abb. 3.7) und mit ihm ein Ma� im Raum und Zeit.
Der Impulssatz impliziert die Existenz einer (tr •agen)Masse,die die Geschwindigkei-
ten wichtet, damit ein Erhaltungssatz erreicht wird. Die tr •ageMasseerweist sich als
Eigenschaft der K•orper. Das lineare Bezugssystem,in welchem die Massenisotrop,
also unabh•angig von der Bewegungsrichtung, sind, hei�en Inertialsysteme. Inertial-
systemesind Cartesische Koordinatensystemeder Raum-Zeit. Die Forderung nach
Isotropie der Massen scha�t die M•oglichkeit, L•angen von Strecken verschiedener
Richtung zu vergleichen. Die Sto��gur de�niert einenKreis, d.h. den geometrischen
Ort von Punkten, die gleich weit vom Zentrum entfernt sind. Wenn wir daran die
Abst•ande messen,werden umgekehrt die Massenisotrop. Im allgemeinezerst•oren
lineare Transformationen die Inertialsysteme. Nur eine Untergruppe der linearen
Transformationen { die geometrischen Bewegungenin der Raum-Zeit { scha�en aus
Inertialsystemen wieder Inertialsysteme. Wie dieseUntergruppe aussieht, h•angt da-
von ab, wie sich die MasseeinesObjekts mit der Geschwindigkeit •andert.

Lineare Koordinatensystemek•onnen auch dann existieren, wenn keine kr •afte-
freien Teilchen existieren. Nehmen wir ein homogenesGravitationsfeld. Alle Ob-
jekte fallen mit der gleichen Beschleunigung. Akzeptieren wir ein Bezugsobjekt mit
eben dieserBeschleunigung, erscheinendie Weltlinien als •ubliche Geraden,d.h. Kur-
ven, die durch einelineare Beziehung zwischen geeignetenKoordinaten ihrer Punkte
beschrieben werden k•onnen (Abb. B.2). Das ist das Konzept des frei fallenden Be-
obachters. Es erlaubt in der allgemeinenRelativit •atstheorie die Einf •uhrung lokaler
Inertialsysteme und die Anwendung der speziellen Relativit •atstheorie, soweit das
Bezugssystemals linear angesehenwerden kann. In der mathematischen Abstrakti-
on sind die Weltlinien immer Geraden,weil die de�nierenden Relationen nicht von
Koordinaten abh•angen.

B.2 Inertialsysteme

Ist die Massevon der Geschwindigkeit unabh•angig, sowie wir das im Groben durch-
aus best•atigt �nden, sind es die Galilei-T ransformationen, die zwischen Inertialsy-

al, d.h., sie enth •alt nur das Eins-Element, das •uberhaupt nichts bewegt, und nur die sogenann-
ten algebraisch speziellen L•osungen gestatten nicht-triviale Bewegungsgruppen. Nur in Ausnah-
mef•allen enth •alt die Bewegungsgruppe eine transitiv e Untergrupp e, die zur eindeutigen De�niti-
on von Koordinaten benutzt werden kann. Der deSitter-Kosmos (Kapitel 7) hat eine maximale
Bewegungsgruppe.
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stemenvermitteln. In der Ort-Zeit-Eb eneschreiben wir

(
t �

x � ) = G[v](
t
x

) + (
t0

x0
) ;

d:h: ;

t � = t + t0 ;

x � = x � vt + x0 :

Hier ist v die Relativgeschwindigkeit der beiden Bezugssystemegegeneinander,t 0

eineVerschiebung desNullpunktes der Zeit, x0 eineVerschiebung desUrsprungs im
Raum. Die Matrix

G[v] =
�

1; 0
� v; 1

�

ist der formelseitige Ausdruck der Galilei-Drehung, wie wir sie konstruktiv darge-
stellt haben. Das Produkt zweier solcher Matrizen ist wieder von gleicher Gestalt,
wir haben esmit einer Bewegungsgruppe zu tun. Bei der Zusammensetzungzweier
Galilei-Transformationen addiert sich die Geschwindigkeit (G[v1]G[v2] = G[v1 + v2]).
In einer vierdimensionalen Raum-Zeit m•ussenwir auch r•aumliche Drehungen ein-
schlie�en, und die Galilei-Transformationen werden durch

(
t �

x � ) = G[A ; v ](
t
x

) + (
t0

x 0
) ;

d:h: ;

t � = t + t0 ;

x � = Ax � vt + xx 0

gegeben. DieseTransformationenbilden die Bewegungsgruppeder Newtonschen Me-
chanik, die Galilei-Gruppe. Transformationen ohne Rotation bilden eine kommuta-
tiv e Untergruppe,

G[E; v1]G[E; v 2] = G[E; v 2]G[E; v 1] = G[E; v 1 + v2] :

Geschwindigkeiten werden durch Addition zusammengesetzt.
Die Wellengleichung f•ur eine Erregung �,

(
1
c2

@2

@t2 �
@2

@x2 �
@2

@y2 �
@2

@z2 )� = Quelle ; (B.1)

•andert bei Galilei-Transformationen ihre Form. Es erscheinen gemischte partielle
Ableitungen, und die durch Gleichung (B.1) beschriebeneIsotropie der Ausbreitung
verschwindet (Kapitel 4). Die Forderung nach universeller Isotropie der Lichtaus-
breitung ist die nach der Invarianz der Wellengleichung, wenn c die Lichtgeschwin-
digkeit ist2. Die Transformationen zwischen den Inertialsystemen d•urfen die Form

2Wenn esgelingt, Objekte und Me�apparate allein aus L•osungeneiner Wellengleichung zu kon-
struieren, ergibt sich eine entsprechende Relativit •at auch dann, wenn die Wellengeschwindigk eit
nicht die Lichtgeschwindigk eit ist und die Wellen einen Tr•ager haben, der dann allerdings mit den
so konstruierten Me�ger •aten nicht erfa�bar ist [54].



176 ANHANG B. TRANSFORMATIONEN

Abbildung B.1: Einfache Koordinaten-
konstruktion
Ausgehendvon einer Basistragen wir in zwei
de�nierte Richtungen ab, bis der zu bezeich-
nende Punkt erreicht ist. Die Koordinaten
sind die Anzahl der Schritte. Voraussetzung
f•ur ein solches Verfahren ist aber ein metri-
scher Raum: Man mu� eineStrecke abtragen
k•onnen und auch einen rechten Winkel be-
sitzen, noch dazu mit Orientierung!

Abbildung B.2: Frei fallende Bezugssy-
steme
Wir zeichnen drei Weltlinien mit gleicher
Beschleunigung. Es sind Parabeln. Lassen
wir einen Beobachter mit gleicher Beschleu-
nigung fallen (strichpunktierte Kurv e) und
beziehendie r•aumliche Koordinate auf ihn,
�nden wir geradeLinien in seinem Bezugs-
system (dreifach strichpunktierte Linie). So
wird mit der Verschiebung von F in F � auch
E in E � verschoben. Entsprechend wird das
krummlinige Dreieck AB C in das gew•ohnli-
che Dreieck A � B � C � verschoben.

der Wellengleichung nicht antasten. Man kann zeigen,da� solche Transformationen
weiter linear sind. Im zweidimensionalenFall ist die (allgemeinehomogene)lineare
Transformation

ct� = 
 (� ct � � x) ;

x � = 
 (x � vt)

eine Bewegung des neuen Ursprungs x � = 0 mit Geschwindigkeit v gegendas alte
Bezugssystem.Die Koe�zien ten � , � und 
 m•ussennoch bestimmt werden. Die
Invarianz der zweidimensionalenWellengleichung bedeutet


 =
1

q
1 � v2

c2

; � = 1 ; � =
v
c

:

Wir erhalten diese Werte auch auf dem Umweg •uber die in Abbildung 5.1 ein-
gef•uhrten Lichtkoordinaten. Dort wurde gezeigt, da� das Produkt � [P]� [P] =



B.2. INERTIALSYSTEME 177

� [S[P]]� [S[P]] erhalten bleibt. Das ist unserer Formel f •ur die (spezielle) Lorentz-
Transformation3

(
ct�

x � ) = L [v](
ct
x

) + (
ct0
x0

) ;

ct� =
ct � v

cx
q

1 � v2

c2

+ ct0 ;

x � =
x � v

cct
q

1 � v2

c2

+ x0

•aquivalent. Wieder ist die Matrix L [vrelativ ] der formelseitigeAusdruck der Drehung,
wieder bilden die Transformationen eineGruppe, wieder �ndet man die Zusammen-
setzungder Geschwindigkeiten mit L [v1]L [v2] = L [V ]. Jedoch ist die Zusammenset-
zung nun nicht mehr linear. Wir erhalten statt dessenEinsteins Additionstheorem
der Geschwindigkeiten,

V =
v1 + v2

1 + v1v2
c2

: (B.2)

Folglich tr •agt die Relativgeschwindigkeit nicht mehr den Charakter einesWinkels,
den wir als additiv en Parameter der Drehungen kennen.Sie ist vielmehr der hyper-
bolische Tangenseinessolchen Parameters,denn Gleichung (B.2) ist dasAdditions-
theorem dieserWinkelfunktion:

tanh[� 1 + � 2] =
tanh[� 1] + tanh[� 2]
1 + tanh[� 1]tanh[� 2]

:

In der vierdimensionalenRaum-Zeit werden die speziellenLorentz-Transforma-
tionen

(
ct�

x � ) = L [E; v](
ct
x

) (B.3)

durch die Formeln

ct� =
ct � 1

cvx
q

1 � v 2

c2

;

x � = x �
v
v2 vx + v

vx
v 2 � t

q
1 � v2

c2

:

gegeben. Die speziellen Lorentz-Transformationen bilden in der vierdimensiona-
len Raum-Zeit keine Untergruppe: Sind die Geschwindigkeiten v 1 und v2 nicht

3Wir lassendie Translationen des Ursprungs (x � = x + x0 , t � = t + t0) hier weg. Sie bilden eine
Untergrupp e. Werden sie in die Lorentz-Grupp e einbezogen,spricht von der inhomogenen Grupp e
oder Poincar�e-Gruppe.
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parallel, enth•alt das Produkt der speziellen Lorentz-Transformationen immer ei-
ne Drehung. Das ist Ausdruck der Kr •ummung desGeschwindigkeitsraums und der
Thomas-Pr•azession. Der Geschwindigkeitsraum erh•alt einehyperbolischeGeometrie
[140, 141]. Er bleibt euklidisch im Kleinen, hat aber negative Kr •ummung. In der Ebe-
ne beschreibendie Geschwindigkeitskoordinaten Kleins Modell der nichteuklidischen
Geometrie (Abschnitt D.3).

Der Geschwindigkeitsraum ist eineProjektion der Zeit- oder Massenschalen. Mit
dem hyperbolischen Winkel k•onnen auch hier Polarkoordinaten analog der Kugel
eingef•uhrt werden.Der Unterschied besteht darin, da� auf der Kugel die Kreise fester
Poldistanz � jenseitsdes •Aquators wiederkleiner werdenund die doppelte Poldistanz
des •Aquators die Kugel vollst•andig •uberdeckt. Auf der Zeitschale, der Massenschale,
dem Geschwindigkeitsraum kann die Poldistanz dagegenunbeschr •ankt wachsen.

Die Invarianz der Wellengleichung zieht die Invarianz desLinienelements

ds2 = c2dt2 � dx2 � dy2 � dz2 =
X

ik

� ik dx i dxk

mit

� ik =

0

B
B
B
@

1; 0; 0; 0
0; � 1; 0; 0
0; 0; � 1; 0
0; 0; 0; � 1

1

C
C
C
A

: (B.4)

nach sich. Dies ist Ausdruck desSatzesdesPythagoras(Abb. 5.2). Ein Linienelement
wird zur Bestimmung der Bogenl•ange einer Kurv e gebraucht. In der euklidischen
Geometrie nehmenwir eine Kurv e Q[� ] = [x[� ]; y[� ]] und teilen sie in in�nitesimal
kleine Segmente, die ihrerseits nach Pythagoras

d[Q[� ]; Q[� + d� ]] = ((x[� + d� ] � x[� ])2 + (y[� + d� ] � y[� ])2)
1
2

ausgewertet und dann integriert werden. Der Ausdruck

ds2 = (x[� + d� ] � x[� ])2 + (y[� + d� ] � y[� ])2 = dx2 + dy2

ist das euklidische Linienelement. Substituieren wir allgemeineKoordinaten (x =
x[� 1; � 2] und y = y[� 1; � 2]), entsteht eine allgemeinequadratische Form,

ds2 =
X

ik

gik d� i d� 2 :

DieseForm kann einfach auf h•ohereDimensionenund variable Koe�zien ten verall-
gemeinert werden.

Auf der Weltlinie eines ruhenden K •orpers •andern sich x, y und z nicht. Das
Linienelement beschreibt daher im allgemeinenFalle den Verlauf der Eigenzeit, den
Gang der Uhr, deren Fahrplan die betre�ende Weltlinie ist, d.h.,

d� =
1
c

ds :
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Wir erhalten die Vierergeschwindigkeit als normierte Tangente der Weltlinie x i =
x i [� ], (i = 0; :::; 3). Sie ist der Zuwachs der vier Koordinaten mit der Eigenzeit,

ui =
dx i

d�
=

1
q

1 � v2

c2

[c;vx ; vy ; vz] :

Die ersteKomponente beschreibt die Zeitdilatation. Die Eigenzeitintervalle sind im-
mer um den Faktor 
 kleiner als die entsprechendenIntervalle der Systemzeit.

Der Viererimpuls entsteht nach Multiplik ation der Vierergeschwindigkeit mit der
Ruhmasse,d.h.,

pi = m0ui =
m0q
1 � v2

c2

[c;vx ; vy ; vz] : (B.5)

Newtons drittes Axiom mu� die Form

MX

A=1

pi
A =

NX

B =1

pi
B (B.6)

erhalten. In dem beschriebenenProze� sto�en M Teilchen mit den Viererimpulsen
pi

A zusammenund bilden N Teilchen mit den Viererimpulsen pi
B . Newtons zweites

Axiom verkn•upft die einzelnen •Anderungen der Impulse mit der Kraft, d.h.,

F i =
dpi

d�
:

Die Sto�b edingung (B.6) mu� ebensowie die Konstanz der Ruhmasse(
P

� ik pi pk =
m2

0c2 = const) als Bedingungenan die Kr •afte F i gelesenwerden.
Die dreidimensional bewertete tr •ageMasseist durch

m =
m0q
1 � v2

c2

gegeben. Diese Gleichung kennen wir als Geschwindigkeitsabh•angigkeit der Masse
(Gl. 5.4). Sie mu� beobachtet werden, wenn esrichtig ist, die Mechanik der univer-
sell isotropen Lichtausbreitung anzupassen.Ist die tr •ageMassegeschwindigkeitsun-
abh•angig, kann die Mechanik nur invariant gegendie Galilei-Gruppe sein.

B.3 Riemann-R •aume, Einstein-W elten

Wenn wir den Lichtstrahl als Paradigma der geraden Linie akzeptieren und ein
Schwerefeld die Lichtausbreitung beein
u�t, fallen alle Ho�n ungen auf lineare Ko-
ordinaten zusammen.Die homogeneoder gar euklidische GeometriedesRaumsbzw.
die Minkowski-Geometrie der Welt ist dann eine lokale N•aherung, die nur so weit
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verwendet werden darf, wie sich die Inhomogenit•at desSchwerefeldesnicht bemerk-
bar macht. Setzenwir Experimente an, in denensiesich bemerkbar macht, etwa bei
der Bewegung im interplanetaren Raum, k•onnen Raum und Welt nicht als homo-
gen angesehenwerden. Wir m•ussenakzeptieren, da� die Wellengleichung variable
(allgemeine) Koe�zien ten hat, d.h.,

X

ik

gik [P ]
@2

@x i @xk � = Quelle; erste Ableitungen : (B.7)

Ihre Invarianz f•uhrt auf ein ebenfalls invariantes Linienelement

ds2 =
X

ik

gik [P ]dx i dxk (B.8)

mit

X

l

gil gl k = � k
i =

1 f•ur i = k
0 f•ur i 6= k

:

Wir m•usseneinsehen,da� Koordinaten nun nicht mehr wie in homogenenR•aumen
durch Bewegungsgruppende�niert werdenk•onnen.Die Substitution allgemeinerKo-
ordinaten mu� zugelassenwerden, und die Beschreibung aller Objekte hat sich dem
anzupassen.Diese Anpassung hei�t allgemeine Kovarianz. Beginnt man die Kon-
struktion der Geometrie mit beliebigen Koordinaten, ist das Linienelement (B.8)
der zentrale Begri�. Es bleibt eine modi�zierte Form des Satzesdes Pythagoras,
genauereine quadratische Form der Koordinatendi�erenzen dx i . Das Koe�zien ten-
schema gik variiert mit dem Ort. { Weil der Abstand zweier Punkte nicht von den
Koordinaten abh•angen kann, d•urfen Substitutionen neuer Koordinaten den Wert
desAusdrucks (B.8) nicht •andern. Folglich erfordert jede Substitution neuer Koor-
dinaten ein bestimmtes Transformationsgesetzf•ur das Koe�zien tenschema gik , das
dann metrischer Tensorgenannt wird. Der Bezugsfall(B.4) hei�t Minkowski-Tensor.

Die beiden Tensorengik und gik sind zueinander invers, aber nicht mehr nu-
merisch gleich wie in der Minkowski-Geometrie. Bei Koordinatentransformationen
verhalten sie sich verschieden. Die Substitution neuer Koordinaten in Gleichung
(B.7) ergibt das Transformationsgesetz

g� ik =
X

lm

glm @x � i

@x l

@x � k

@xm ;

wobei die bei der Substitution auftauchendenersten Ableitungen einer gesonderten
Behandlung bed•urfen. Gleichung (B.8) ergibt

g�
ik =

X

lm

glm
@x l

@x � i
@xm

@x � k :
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Die •uberragendeBedeutung der Anpassungan allgemeineKoordinatensubstitutio-
nen f•uhrt auf die De�nition von Vektoren und Tensorengeradewegsdurch die impli-
zierten Transformationsgesetze.Vektoren und Tensorenwerden transformiert durch
Substitution kombiniert mit der Multiplik ation mit einer Reihevon Jacobi-Matrizen
( @x �

@x ). Zu jedem Index geh•ort ein Jacobi-Faktor, zu einem unteren ( @x
@x � ), zu ei-

nem oberen( @x �

@x ). Entsprechend der Indexstellung spricht man von kovarianten und
kontravarianten Vektoren4 und Tensoren.Das allgemeineTransformationsgesetzist
homogen:

A � i:::
::: =

X

l

A l :::
:::

@x � i

@x l :::; B � :::
k::: =

X

m
B :::

m:::
@xm

@x � k :::;

X

k

A � kB �
k =

X

m
AmBm :

Objekte desgleichen Transformationstyps bilden eineVektoralgebra,siek•onnenver-
glichen und addiert werden und mit einem (skalaren) Faktor multipliziert werden.
Ein Skalar ist ein Objekt, das nur substituiert, aber mit keiner Jacobi-Matrix mul-
tipliziert wird, also keinen Index tr •agt. Wir m•ussenzwischen unteren und oberen
Indizes, d.h. zwischen Objekten verschiedenenTransformationstyps, gut unterschei-
den. In einer forminvarianten Gleichung m•ussenalle Terme zum gleichen Transfor-
mationstyp geh•oren.

Es ist sehr wichtig, da� sich { nach diesen Vereinbarungen { bei Summation
•uber ein Paar aus oberem und unterem Index die Transformationsmatrizen k•urzen.
Das ist auch der Anla�, die Einsteinsche Summationskonventioneinzuf•uhren. Wir
werden in Zukunft die Summationszeichen weglassenund automatisch Summation
verlangen, wenn in einem Term der gleiche Buchstabe sowohl oben als auch unten
erscheint. An Stelle von

P

m
AmBm schreiben wir einfach AmBm . Von hier an wird

dieseKonvention benutzt.
Der erste kontravariante Vektor ist die Positions•anderung dx i . Sein Transfor-

mationsgesetzist die Darstellung des totalen Di�eren tials. Daraus leitet sich ganz
einfach die Vierergeschwindigkeit ui = dx i =d� ab. Der erste kovariante Vektor ist
der Gradient @� =@x i eines Potentials �. Sein Transformationsgesetzist identisch
mit der Kettenregel f•ur partielle Ableitungen. Das Produkt

d� =
@�
@xk dxk (=

X

k

@�
@xk dxk ; zur Erinnerung!)

ist das skalare totale Di�eren tial desPotentials �.
In der Newtonschen Mechanik wird eine konservative Kraft (Schwerkraft, elek-

trostatische Anziehung oder Absto�ung) durch den Gradienten einesPotentials be-
schrieben. Auch in der kanonischen Mechanik ist die •Anderung der Impulskoordina-
ten gleich dem Gradienten der Hamilton-Funktion. Deshalb sind Kraft und Impuls

4 In diesem Bild tragen Vektoren genau einen Index.
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zun•achst kovariante Vektoren. Die Beziehung zwischen Impuls und Geschwindigkeit
enth•alt dann ganz o�en die Metrik:

@�
@x i = Fi =

dpi

d�
=

d
d�

(mik uk) =
d
d�

(gik m0uk ) :

In allgemeinenKoordinaten kann ersichtlich die in pi = mik uk erscheinendeMasse
anisotrop sein.Es ist einephysikalische Erfahrung, da� dieseAnisotropie als Metrik
angesehenwerden kann. Dem haben wir entsprochen, als wir in Kapitel 3 den Kreis
an symmetrischen St•o�en de�niert haben. Die Anisotropie wird v•ollig unsichtbar,
wenn sich die Kraftgesetzeausschlie�lic h auf dieseMetrik st•utzen [29]. Das Beispiel
daf•ur ist ein Potential, das der Wellengleichung5 (B.7) mit dem Inversenvon gik als
Koe�zien tenschema gik . Anisotropie zwischen tr •ager Masseund Wellengleichungen
kann man testen [81]. Trotz einer Genauigkeit von 10� 24 ist nichts gefundenworden.

In der Struktur des metrischen Tensorsund seiner •Anderung in Ort und Zeit
sind die charakteristische Signatur und die Kr •ummung enthalten. Die allgemeine
Behandlung eines solchen metrischen Raums f•uhrt auf die Riemannsche Geome-
trie inhomogengekr•ummter R•aume und die EinsteinscheGeometrie inhomogenge-
kr •ummter Welten. Die Wahl der Koordinaten und die Vektoralgebra m•ussenformal
auseinandergehaltenwerden.Die Koordinatenwahl bleibt ja vollst•andig frei (wir kon-
struieren alles vollst•andig kovariant), die Vektoralgebra bleibt lokal. Das hei�t, wir
konstruieren die Vektoralgebrenan jedem Punkt einzeln, die Vektorr •aume sind den
Tangentialebenenan gekr•ummten Fl•achen analogund behalten die euklidische oder
pseudoeuklidische Geometrie,was nichts andereshei�t, als da� daseuklidische bzw.
pseudoeuklidische Skalarprodukt unver•andert bleibt. Die Operationen der Vektoral-
gebrawie die Multiplik ation von Vektoren mit Skalaren (Gl. (B.5)) und die Addition
(Gl. (B.6)) k•onnen an jedem Punkt ohne Ber•ucksichtigung seiner Umgebung aus-
gef•uhrt werden. Es ist aber eine neueAufgabe, Vektoren an verschiedenenPunkten
zu vergleichen, also etwa das zweite Newtonsche Axiom zu formulieren, in dem der
Impuls an zwei verschiedenen Ereignissen verglichen wird. Die Subtraktion eines
Vektors pi [� ] am Punkte P = [x i [� ]] von einem andern (pi [� + d� ]) an einem Nach-
barpunkt (Q = P + dP = [x i [� ] + dx i ]) ist nun eine Operation, die den (parallelen)
Transport desVektors pi [� ] von P nach Q einschlie�t. Die formale Entsprechung die-
serFeststellung ist die Tatsache, da� der einfache Zuwachs dpi nicht benutzt werden
kann: Sein Transformationsgesetzist nicht homogen,er geh•ort nicht zur Vektoral-
gebra. Der Paralleltransport von Vektoren durch den Raum oder die Welt erfordert
eine gesonderteVorschrift, die in Einsteins allgemeiner Relativit •atstheorie mit der
Orientierung an Geod•aten abgeleitet wird, so wie wir das in Kapitel 7 getan haben.
Alles dieskann in B•uchern zur allgemeinenRelativit •atstheorie gefundenwerdenund
ist nicht GegenstanddiesesBuches.

5Die Gleichungen f•ur das elektromagnetische Feld wie f•ur das Gravitationsfeld sind am Ende
komplizierter. Dennoch enthalten sie nur die Metrik gik und auf ihr aufbauende Konstruktionen.



Anhang C

Pro jektiv e Geometrie

C.1 Algebra

Wir wollen hier nicht die axiomatische Begr•undung der projektiv enGeometrieunter-
suchen, sondernauf anschaulichem Wegedie Formalisierung �nden, die ein einfaches
arithmetischesNachvollziehen der geometrischen Zusammenh•angegestattet. Wegen
der anschaulichen •Ubertragung des Doppelverh•altnissesvon einer Geraden auf die
n•achste (Abb. 8.5) benutzen wir f•ur wir die koordinatenseitige Darstellung der pro-
jektiv en Ebeneein r•aumliches Strahlb•uschel. Wir betten also die projektiv e Ebene
in einen dreidimensionalen Raum, w•ahlen ein Zentrum au�erhalb der Ebene und
ersetzenGeraden und Punkte der projektiv en Ebene durch Ebenen und Strahlen,
die von diesemZentrum getragenwerden (Abb. C.1). Es sei daran erinnert, da� wir
die Einsteinsche Summationskonvention benutzen.

Wir habenschon bei der •Ubertragung desDoppelverh•altnissesvon Geradezu Ge-
rade gesehen,da� man die Punkte einer Geradeng•unstig durch Strahlen von einem
Perspektivit •atszentrum darstellt. F•ur die Ebenehei�t das,da� wir die Punkte durch
Strahlen im dreidimensionalen Raum (ohne Beschr•ankung der Allgemeinheit mit
cartesischen Koordinaten) charakterisieren, derenRichtungskoe�zien ten nur bis auf
einen Faktor bestimmt sind. Ein Punkt A ist durch ein Trip el [A 1; A2; A3] gegeben,
wobei ein gemeinsamerFaktor keineBedeutung hat: [A 1; A2; A3] und � � [A1; A2; A3]
stellen denselben Punkt der projektiv en Ebenedar. DieseZeichenebenesei (wieder
ohneBeschr•ankung der Allgemeinheit) durch A3 = 1 gegeben. Auf der Zeichenebene
haben die Punkte also die cartesischen Koordinaten

� =
A1

A3 ; � =
A2

A3 ; (C.1)

die tats•achlich von einem Faktor � unabh•angig sind. Die Trip el [A1; A2; A3] listen
daher homogenePunktk oordinaten.

Die Geradender projektiv en Ebenesind die Schnitte dieserEbenemit den Ebe-
nendurch denUrsprung. Strahlen durch denUrsprung in diesenEbenenentsprechen
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wiederum Punkten auf den Geradender Zeichenebene.Die Gleichung solcher Strah-
len lautet

g1A1 + g2A2 + g3A3 = gkAk = 0 ; (C.2)

wobei die Ebene durch das Trip el ihrer Richtungskoe�zien ten g = [g1; g2; g3] ge-
geben ist. Wie bei den homogenenPunktk oordinaten ist wieder ein gemeinsamer
Faktor frei. Wir indizieren also Geradenkoordinaten unten und Punktk oordinaten
oben und k•onnensodie Einsteinsche Summenkonvention ohneGefahr benutzen und
alle Summationszeichen weglassen.Steht in einemProdukt der gleiche Index einmal
unten und einmal oben, wird automatisch •uber ihn summiert werden.

Weil sowohl Punkte als auch Geradendurch Koordinatentrip el beschrieben wer-
den, kann man eine Vertauschung ihrer Bedeutung untersuchen. Liest man in einer
Konstruktion alle homogenenPunktk oordinaten als Geradenkoordinaten und alle
Geradenkoordinaten als Punktk oordinaten und vertauscht man den Schnitt zweier
Geradenmit der Verbindung zweier Punkte, entsteht wieder eine g•ultige Konstruk-
tion: Dies ist die Dualit •at in der projektiv en Geometrie der Ebene,die wir verschie-
dentlich zitieren.

Die zweidimensionaleprojektiv e Ebene l•a�t sich also am einfachsten mit der
dreidimensionalenlinearen Vektor-Algebra darstellen. Die Vektoren dieser Algebra
sind die Trip el homogener Koordinaten. Punkte bezeichnen wir mit Gro�buc hsta-
ben. Wenn wir Gleichung (C.1) beachten, sehenwir, da� die Ferngeradealle Punkte
mit A3 = 0 enth•alt. Aus den gewohnten cartesischen Koordinaten (� ; � ) der Ebe-
ne werden projektiv e Koordinaten, indem wir diese Ebene als Ebene � = 1 im
Raum au�assen und jedem Punkt den Strahl (�� ; �� ; � ) zuordnen, f •ur den � unbe-
stimmt bleibt, weil es die Stelle auf dem Strahl bestimmt. Geraden bezeichnen wir
mit Kleinbuchstaben. Wieder sind die Koordinaten nur bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmt, der u.U. so gew•ahlt werden kann, da� die Hessesche Normalform
entsteht. Ein Punkt A = [A1; A2; A3] liegt auf der Geraden g = [g1; g2; g3], wenn
gkAk = 0 ist.

Die Vektoralgebra gestattet aber nicht nur Multiplik ation, sondernauch Additi-
on. Diesegeschieht komponentenweise,etwa

[g1; g2; g3] + [h1; h2; h3] = [g1 + h1; g2 + h2; g3 + h3] : (C.3)

DieseAddition ist unter homogenenlinearen Transformationen invariant, d.h.,

T (g + h) = T g + T h ;

aber wir k•onnen nicht erwarten, Gleichung (C.3) als Addition zweier Geraden (die
ja die Trip el g und h nicht eindeutig bestimmen) interpretieren zu d•urfen. Wir rech-
nen mit einer solchen Addition unter den Bedingungen linearer Transformationen.
Projektiv invariant de�nierte Relationen werden immer homogen in den einzelnen
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Abbildung C.1: HomogeneKoordinaten
Zwei Ebenen 
 1 und 
 2 durch das Zentrum
schneidensich l•angseinesStrahls a durch das
Zentrum. Ebenen und Strahl schneiden die
Zeichenebenein zwei Geradeng1 und g2 und
dem Punkt A. Wir charakterisieren die Ge-
rade der Zeichenebene durch eine Ebene im
Raum, die allein von der Richtung ihre Nor-
malenbestimmt ist. Wir charakterisierenden
Punkt der Zeichenebene durch einen Strahl
im Raum, der wieder allein durch seineRich-
tung bestimmt ist. Der Betrag dieser Rich-
tungsvektoren spielt keine Rolle.

Abbildung C.2: Projektiv e Koordinaten
Projektiv eKoordinaten werdenmit demhar-
monischen Wurf konstruiert, dessen Form
und Invarianz aus den Axiomen folgt. Auf
einer Basisgeradenmu� man von drei Punk-
ten die Koordinate festlegen,etwa A mit der
Koordinate 0, B mit der Koordinate 1 und
F mit der Koordinate 1 . Wenn wir nun eine
Basis [A; B ] vervielfachen wollen, suchen wir
denPunkt C, der zusammenmit A die Punk-
te [B ; F ] harmonisch teilt. Dadurch kann die
Basis •uber die gesamte Gerade •ubertragen
werden.

Variablen sein. Das ist im •ubrigen auch ein ganz brauchbarer Test, da� man richtig
gerechnet hat. Wenn man also etwa eine Formel

P = P[A; :::; g; :::; B]

gefundenhat, dann sollte man pr •ufen, ob eswirklic h Exponenten gibt, f•ur die

P[� A A; :::; � gg; :::; � B B; :::] = � nA
A :::� ng

g :::� nB
B :::P[A; :::; g; :::; B]

gilt. Findet man solche Homogenit•at nicht, sollte man einenFehler in der Rechnung
suchen. Hat man aber richtig gerechnet und �ndet dennoch keineHomogenit•at, dann
ist P nur Objekt deslinearen Raums, in dem wir gerechnet haben,nicht aber Objekt
der projektiv en Ebene.

Wir k•onnen ein Netz projektiv er Koordinaten (Abb. C.2) so aufbauen, da� die
Koordinaten auf jeder einzelnenGeradenein Doppelverh•altnis darstellen. Sind vier
Punkte auf einer Geraden gegeben und kann das Doppelverh•altnis der vier ersten
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Koordinaten, der vier zweiten oder der vier dritten berechnet werden, so sollen al-
le drei gleich dem Doppelverh•altnis der vier Punkte sein, so wie man es rekursiv
aus einem harmonischen Wurf bestimmen kann. Das Mittel der •Ubertragung von
Strecken, das zur Koordinatenkonstruktion vorhanden sein mu�, ist hier der har-
monische Wurf. Nacheinander angewendet, erzeugter einegleichm•a�ige Teilung der
Geraden, die darauf durch harmonische Teilung verfeinert werden kann. Die Dop-
pelverh•altnisse werden dann zu Koordinaten. Es ist nicht n•otig, zur Bestimmung
projektiv er Koordinaten etwa cartesische Koordinaten der euklidischen Ebene im
Hinterkopf bereitzuhalten.

Wir de�nieren nun die Produkte der Vektoralgebra, die wir f •ur unsereRechnun-
gen ben•otigen werden. Eben haben wir bereits das Skalarprodukt verwendet. Damit
bezeichnen wir die Bildung

hg; Ai def= gkAk : (C.4)

Punkt und Geradekann man immer skalar multiplizieren, zwei Punkte oder zwei Ge-
raden soeinfach jedoch nicht 1. DasSkalarprodukt von Punkt und Geradentestet die
Inzidenz, ob der Punkt A auf der Geradeng liegt oder die Geradeg durch den Punkt
A geht. Oft l•a�t man auch die Klammern und dasKomma wegund versteht in jeder
Formelzeile gA oder Ag als Skalarprodukt. Virtuell sind die Klammern nat •urlich
zu beachten. Sie k•onnen nicht wie in gew•ohnlichen Produkten bewegt werden. Wir
werden sie immer setzen,damit Verwechslungen mit Gruppenoperationen vermie-
den werden. { Zwei Punkte werden durch das Kreuzprodukt auf eine Gerade (die
Verbindungsgerade)abgebildet, zwei Geradenauf einen Punkt (den Schnittpunkt).
Wir de�nieren entsprechend

a � b def= [a2b3 � a3b2; a3b1 � a1b3; a1b2 � a2b1] ; (C.5)

und wir schreiben daf•ur

(a � b)k = � klmal bm ; (A � B )k = � klmA l B m :

Die dreifach indizierten Symbole � klm und � klm sind dasSignum der entsprechenden
Permutationen. Das Permutationssymbol � ist Null, falls zwei Indizes gleich sind, es
ist gleich +1, wenndie Permutation gerade,und � 1, wenn die Permutation ungerade
ist. So ist hA; A � B i = hB ; A � B i = 0. Die beiden Punkte A und B liegen auf der
Geraden A � B , und das Duale gilt ebenfalls. Die beiden Geraden g und h gehen
durch den Punkt g � h. Das Kreuzprodukt ist antisymmetrisch. Es gilt die wichtige
Formel

(A � (g � h)) = g � hA; hi � h � hA; gi : (C.6)
1Ein Skalarprodukt kann gegenlineare Transformationen nur invariant sein, wenn sich die Fak-

toren kontragredient transformieren, d.h. der eine Faktor mit dem Inversen der Transformations-
matrix des anderen. Die beiden Faktoren m•ussenalso verschiedenen Vektorr •aumen angeh•oren. In
der euklidischen Geometrie, wo die Transformationsmatrizen orthogonal sind, f•allt das nicht auf.
Im Gegenteil, dort wird das Skalarprodukt oft mit der Metrik identi�ziert.
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Wieder l•a�t man oft die Klammern weg und versteht in einer FormelzeileAB oder
gh als Kreuzprodukt. Wieder bleiben die Klammern virtuell pr •asent und d•urfen
nicht bewegt werden. Das Kreuzprodukt AB ergibt die Koe�zien ten der Verbin-
dungsgeraden,gh die des Schnittpunkts. { Aus Kreuzprodukt und Skalarprodukt
kombinieren wir dasSpatprodukt. Ein Punkt ist kollinear mit zwei anderenPunkten,
wenn er auf deren Verbindungsgeradenliegt. Das Spatprodukt dreier Punkte

[P; Q; R] def= � klmP kQlRm = hP; Q � Ri (C.7)

testet die Kollinearit •at, das Spatprodukt dreier Geraden

[f ; g; h] def= � klm f kgl hm = hf ; g � hi

die Konkurrenz (das Schneiden in einem Punkt bzw. die B•uscheleigenschaft). Das
Spatprodukt dreier kollinearer Punkte verschwindet ebensowie das dreier konkur-
renter Geraden.Es gilt die Regel

hP; (Q � R)i def= [P; Q; R] = [R; P; Q] def= hR; (P � Q)i ; (C.8)

und so weiter. Die Regel (C.6) erweitert sich zu

(P � Q) � (R � S) = R � [P; Q; S] � S � [P; Q; R] : (C.9)

Sind im Spatprodukt zwei Faktoren proportional (im Sinne der homogenenKoor-
dinaten also gleich), verschwinden das Kreuzprodukt und das Spatprodukt. Das
Spatprodukt kann als Volumen des Parallelepipeds aufgefa�t werden, das von den
Faktoren im euklidischen dreidimensionalenRaum aufgespannt wird. { Schlie�lic h
benennenwir noch das direkte Produkt zweier Trip el. Es ist eineMatrix, die je nach
dem Charakter der Faktoren die Indizes oben oder unten tr •agt:

(P � Q) ij def= P i Qj ; (P � g) i
k = P i gk ; (g � h)kl = gkhl : (C.10)

Daraus folgt u.a.

(P � Q)g = P � hQ; gi :

Wenn •uber mehrereVerbindungenund Schnittpunkte gerechnet werdenmu�, er-
geben sich viele ineinandergeschachtelte Kreuzprodukte, die mit den Formeln (C.6),
(C.9) und

hg � h; A � B i = hg; B ihh; Ai � hg; Aihh; B i

vereinfacht werden k•onnen. Darauf gr•undet die wichtige Zerlegungsformel

g � (a � b) + a � (b� g) + b� (g � a) = E [a;b;g] ; (C.11)

die f•ur alle g; a;b gilt, deren Spatprodukt nicht verschwindet.
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C.2 Pro jektiv e Abbildungen

Die Einf •uhrung homogenerKoordinaten gestattet die Darstellung der projektiv en
Beziehungen durch lineare Abbildungenim dreidimensionalenRaum. Die Vereinfa-
chung der Rechnung wird dabei mit der Erh•ohung der Dimension

"
bezahlt\ . Das

einfachste Beispiel einer linearen Abbildung ist die Parallelprojektion. Geradenblei-
ben Geraden, und alle Verh•altnisse auf den Geraden bleiben erhalten. Allgemein
werden ausprojektiv en Abbildungen der Ebenenun lineare homogeneAbbildungen
desRaums, wenn aus den Punkten der Ebenenun Geradendurch ein Zentrum des
Raums und aus den Geraden der Ebene nun Ebenen werden, die diesesZentrum
enthalten.

In unseremFalle gibt eszun•achst vier Arten von linearen Abbildungen:

1. Abbildungen des Punktraums auf sich. Die entsprechenden Matrizen tragen
einen Index oben, einen unten: Q� = T [Q] = T Q; Q� k = T k

l Q
l .

2. Abbildungen desGeradenraumsauf sich. Die entsprechendenMatrizen tragen
einen Index oben, einen unten: g� = U[g] = Ug; g�

k = U l
k gl .

3. Abbildungen desPunktraums auf den Geradenraum.Die entsprechendenMa-
trizen tragen beide Indizes unten: g = A [Q] = AQ; gk = Akl Ql .

4. Abbildungen desGeradenraumsauf den Punktraum. Die entsprechendenMa-
trizen tragen beide Indizes oben: Q = B[g] = Bg; Qk = B klgl .

Sind die Determinanten der entsprechendenMatrizen von Null verschieden,de�niert
eine Abbildung desPunktraums durch ihr Inversesimmer auch eine Abbildung des
Geradenraums,und esgilt 2

Tm
k U l

m = � l
k ; T k

m U m
l = � k

l bzw: Akm B ml = � l
k ; B lmAmk = � l

k :

Mit U als dem Inversenvon T induziert die Abbildung desPunktraums auf sich eine
Abbildung desGeradenraumsauf sich. Die de�nierende Forderung verlangt, da� das
Bild Q� des Aufpunkts Q auf dem Bild g� der Geraden g genau dann liegen soll,
wenn Q auf g liegt. Dabei ergeben sich gleiche Skalarprodukte:

g�
kQ� k = gl U

l
k T k

m Qm = gl �
l
m Qm = gl Q

l :

Eine projektive Abbildung ist nun geradesolch ein Paar linearer Abbildungen.
Die entsprechende Abbildung der Geraden geschieht also mit der inversenMatrix
der Abbildung der Punkte: g� = gT � 1,

(T Q)k = T k
l Q

l ; (gT � 1)k = gl (T
� 1) l

k : (C.12)

2Die Symbole � k
l stellen die Einheitsmatrix dar, also ist � k

l = 1, falls k = l , und � k
l = 0, falls

k 6= l.
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Wie in Abschnitt B.3 begr•undet, nennenwir die Punktk oordinaten kontravariant zu
den Geradenkoordinaten, weil die Transformationsmatrizen zueinander invers sind,
und schreiben zur Kenntlichmachung ihre Indizes oben. Die Geradenkoordinaten
hei�en entsprechend kovariant, und wir schreiben ihre Indizes unten. Das vermeidet
nicht nur Verwechslungsfehlervon Punkt- und Geradenkoordinaten, sondern zeigt
auch, was bei projektiv en Abbildungen zu tun ist. Die Abbildungsmatrizen tragen
einen Index oben, einen unten. Bei Multiplik ation mit Geraden ergibt sich wieder
eine Gerade,bei Multiplik ation mit Punkten wieder ein Punkt.

Eine Punkttransformation Q� = T Q geht also einher mit der Geradentransfor-
mation g� = gT � 1 = gU. Das Skalarprodukt ist invariant (hg; Qi = hg� ; Q� i ), f•ur
das Kreuzprodukt gilt

(g1U � g2U)U = (detU)g1 � g2 ; T (T P1 � T P2) = (detT )P1 � P2 (C.13)

und daher auch

T (g1 � g2) = (detT )(g1T � 1) � (g2T � 1) : (C.14)

Korollare f•ur lineare Abbildungen A von Punkten auf Geraden und Abbildungen
B = A � 1 von Geradenauf Punkte sind:

A (g1 � g2) = (detA )(Bg1 � Bg2) ;

A (g � AQ) = (detA )(Bg � Q) ;

h(Q1 � Q2); B(Q3 � Q4)i = (detB)(hQ1; AQ3ihQ2; AQ4i � hQ1; AQ4ihQ2AQ3i ) ;

Q1 � B(Q2 � Q3) = (detB)A (Q2hQ1; AQ3i � Q3hQ1; AQ2i ) :

Projektiv e Abbildungen der Ebene lassendas Doppelverh•altnis von vier Punkten
einer Punktreihe und von vier GeradeneinesStrahlb •uschels unver•andert. Mit Hilfe
einesPunktes S, der nicht auf [A; B ; C; D ] liegt, k•onnenwir dasDoppelverh•altnis der
Punkte als Doppelverh•altnis der Volumina im dreidimensionalenhomogenenRaum
darstellen:

D[A; B ; C; D ] =
[A; C; S]
[A; D ; S]

[B ; D ; S]
[B ; C; S]

: (C.15)

Das Doppelverh•altnis h•angt nicht von der Lage des Hilfspunkts S ab. Um das zu
sehen,schreiben wir

D[A; B ; C; D ] =
hS;(A � C)ih(B � D ); Si
hS;(A � D )ih(B � C); Si

:

Die vier GeradenA � C, A � D , B � C, B � D fallen nun aber alle zusammen,weil
die vier Punkte auf einer Geraden liegen. Es geht nur noch um den Vergleich ihrer
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Normierungen. Dies tut aber jede Multiplik ation mit einer geeignetenMatrix, die in
unseremFalle in der Form S � S de�niert ist, wobei S als Koordinatentrip el eines
Punktes aufgefa�t werden kann.

Drei Punkte Q1; Q2; Q3 k•onnenbereitsals Basisprojektiv er Koordinaten dienen.
Die Punkte Q1, Q2, Q3 m•ussendazu linear unabh•angig sein, d.h., sie d•urfen nicht
auf einer Geraden liegen. Die reziproke Basis im Geradenraum wird durch g1 =
[Q1; Q2; Q3]� 1Q2 � Q3, g2 = [Q1; Q2; Q3]� 1Q3 � Q1, g3 = [Q1; Q2; Q3]� 1Q1 � Q2

gegeben. Es gilt nach Gleichung (C.11) auch

Q1 � (Q2 � Q3) + Q2 � (Q3 � Q1) + Q3 � (Q1 � Q2) = [Q1; Q2; Q3]E : (C.16)

Ein Korollar dazu ist

(Q1 � Q2) � (Q3 � Q4) + (Q3 � Q4) � (Q1 � Q2) +

(Q1 � Q3) � (Q4 � Q2) + (Q4 � Q2) � (Q1 � Q3) +

(Q1 � Q4) � (Q2 � Q3) + (Q2 � Q3) � (Q1 � Q4) = 0 : (C.17)

Eine projektiv e Transformation der Ebeneist bestimmt, wenn man von 4 Punk-
ten die Bildpunkte kennt und keine drei Punkte auf einer Geraden liegen. Die vier
Punkte m•ussenalsoein vollst•andigesViereck bilden, die Grund�gur aller projektiv en
Konstruktionen. Dementsprechend kann man ausf•unf Punkten der projektiv en Ebe-
ne bereits eine Invariante bilden, etwa f [A; B ; C; D ; S] = DS[A; B ; C; D ] (Gl. C.15).
Als Funktion von S unterscheidet die Invariante zwischen den Kegelschnitten, die
sich durch A, B , C und D legen lassen.Diese Kegelschnitte bilden eine einpara-
metrige Schar, deren Parameter die Invariante sein kann. F•ur die entarteten Kegel-
schnitte (Geradenpaare)nimmt siedie Werte 0, 1 und 1 an. Liegendie vier Punkte
A; B ; C; D dagegenauf einer Linie, ist f ihr Doppelverh•altnis und unabh•angig vom
f•unften Punkt S (falls dieser nicht auch auf der gemeinsamenGeraden liegt). Die
projektiv e Transformation (T : [Q1; Q2; Q3; Q4] ! [Q�

1; Q�
2; Q�

3; Q�
4]) kann in der

Form

T = �Q �
1 � (Q2 � Q3) + �Q �

2 � (Q3 � Q1) + � Q�
3 � (Q1 � Q2)

gesucht werden,wobei � , � , � durch die Gleichung desvierten Punktes (Q �
4 = T Q4)

bestimmt werden m•ussen.Es entsteht

T =
[Q�

2Q�
3Q�

4]
[Q2Q3Q4]

Q�
1 � (Q2 � Q3)

+
[Q�

3Q�
1Q�

4]
[Q3Q1Q4]

Q�
2 � (Q3 � Q1) +

[Q�
1Q�

2Q�
4]

[Q1Q2Q4]
Q�

3 � (Q1 � Q2) :

Die Abbildung T bleibt unbestimmt, wenn irgend drei der vier Punkte kollinear
sind.

Der einfachste Satz,der mit den angef•uhrten Regelnnachgerechnet werdenkann,
ist der Satz von Pappos (Abb. C.3). Die Schnittpunkte gegen•uberliegenderSeiten
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Abbildung C.3: Der Satz von Pappos
Liegendie Ecken A1; A2; A3; A4; A5; A6 eines
Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden g
und h, soliegendie Schnittpunkte Q1; Q2; Q3

gegen•uberliegenderSeitenebenfalls auf einer
Geraden.

Abbildung C.4: Die dicke Linse
Die dicke Linse ist durch zwei Hauptebenen
h1 und h2 und die Brennweite f bestimmt.
Wie dargestellt entsprechen die achsenparal-
lelen Strahlen den Strahlen durch die jewei-
ligen Brennpunkte.

einesSechsecks sind durch Q1 = (A1� A2)� (A4� A5), Q2 = (A2� A3)� (A5� A6) und
Q3 = (A3 � A4) � (A6 � A1) gegeben. Gezeigtwerdenmu�, da� [Q1; Q2; Q3] = 0 ist,
falls [A1; A3; A5] = 0 und [A2; A4; A6] = 0. Das geschieht durch direkte Anwendung
der Regelnaus Abschnitt C.1.

Ein verbl•u�endes Beispiel f•ur projektiv e Abbildungen ist die dicke Linse
(Abb. C.4). In der N•aherungachsennaherStrahlen kann man die Abbildung mit zwei
Hauptebenen und den Brennpunkten konstruieren. Wir w•ahlen als optische Achse
y = 0 und setzendie Hauptebenenbei x = x1 und x = x2 (bei einer d•unnen Linse
fallen die beiden Hauptebenenzusammen,x1 = x2). Die Brennweite nennenwir f .
Der gegenstandsseitigeBrennpunkt hat dann die Koordinaten F1 = [x1 � f ; 0; 1], der
bildseitige F2 = [x2 + f ; 0; 1]. Die Geradenkoordinaten der Hauptebenensind h1 =
[� 1; 0; x1] und h2 = [� 1; 0; x2], der Fernpunkt der optischen Achse ist O = [1; 0; 0].
Das Strahlb•uschel um F1 wird auf das um den Fernpunkt der optischen Achseund
dieseswiederum auf dasStrahlb•uschel um F2 abgebildet.Dann �nden wir als Matrix
der projektiv en Abbildung T A / (O � (h1 � (F1 � A))) � (F2 � (h2 � (O � A))) den
Ausdruck

T =

0

B
@

f + x2 0 (f � x1)( f + x2) � f 2

0 f 0
1 0 f � x1

1

C
A : (C.18)

Die Matrizen dieserArt bilden eineUntergruppeder projektiv en Abbildungen: Jedes
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Abbildung C.5: Der Satz von Pascal
Wir schreiben in einen Kegelschnitt das
Sechseck AB CDEF ein. Die Paare ge-
gen•uberliegender Seiten (AB und DE, B C
und EF , CD und F A) schneidensich in Q1,
Q2 und Q3. Diesedrei Punkte liegen auf ei-
ner Geraden,der Pascalschen Geraden.Die-
seKollinearit •at wird durch Gleichung (C.21)
beschrieben.

Abbildung C.6: Die projektiv e De�nition
desKegelschnitts
Wir geben uns f•unf Punkte (AB CDE) vor
und suchen einen sechsten (F ) so, da� die
Schnittpunkte der gegen•uberliegenden Sei-
ten desSechsecks AB CDEF auf einer Gera-
den liegen. Zun•achst schneiden sich AB und
DE fest in Q. Nun ziehenwir irgendeineGe-
rade durch Q. Ihr Schnittpunkt mit a = CD
soll auf der SeiteAF liegen,ihr Schnittpunkt
mit e = B C auf der Seite EF . Der Schnitt-
punkt beider ist der gesuchte Punkt F auf
dem Kegelschnitt. Zu jeder Geraden durch
Q �nden wir einen solchen Punkt.

Linsensystemmit gemeinsameroptischer Achse ist (f •ur achsennaheStrahlen) einer
dicken Linse •aquivalent. Besondersmerkw•urdig ist der Umstand, da� eine ideales
Fernrohr3 die Brechkraft f � 1 verschwindet und die Hauptebenen unendlich weit
auseinanderr•ucken.

C.3 Kegelschnitte

Kegelschnitte k•onnen auf verschiedeneWeisede�niert werden. Am einfachsten ist
es, sie als Kurv en zweiter Ordnung zu charakterisieren, d.h. als Kurv en, die eine
quadratische Gleichung erf•ullen. Wir haben sie als Punktmenge mit einer Glei-
chung hQ; AQi = Akl QkQl = 0 oder als Tangentenb•undel mit einer Gleichung

3 In einem idealen Fernrohr f•allt der bildseitige Brennpunkt des Objektivs f•allt mit dem gegen-
standsseitigen Brennpunkt des Okulars zusammen.
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Abbildung C.7: Der Satz von Brianchon
Wir schreiben um einen Kegelschnitt das
Sechseck AB CDEF ein. Die Paare ge-
gen•uberliegender Ecken bestimmen konkur-
rente Verbindungslinien: sie gehen durch
einenPunkt P. DieserSatz ist dual zum Pas-
calschen Theorem. Punkte sind mit Gera-
den, Verbindung mit Schnitt und Kollinea-
rit •at mit Konkurrenz vertauscht.

Abbildung C.8: Dreieck und Kegelschnitt
Wir lassen in Abb. C.5 jeweils zwei Punk-
te und in Abb. C.7 zwei Tangenten des Ke-
gelschnitts zusammenfallen.Wir erhalten ein
einbeschriebenesDreieck und ein umschrie-
benes Dreiseit. Die Schnittpunkte der Sei-
ten des einen mit den gegen•uberliegenden
Seiten des anderen sind kollinear, die Ver-
bindungslinien der Ecken des einen mit den
gegen•uberliegendenEcken des anderen sind
konkurrent.

ht; Bti = B kl tk t l = 0 darzustellen. Die Matrizen A und B k•onnen symmetrisch
gew•ahlt werden, da eventuelle antisymmetrische Komponenten nicht in die Glei-
chung f•ur den Kegelschnitt eingehen.Sowohl A als auch B k•onnen skaliert werden,
d.h., siehaben nur 5 wesentliche Koe�zien ten. Folglich sind Kegelschnitte durch die
Angabe von 5 verschiedenenPunkten bestimmt.

Durch vier Punkte geht ein Kegelschnittb •uschel. SeineGleichung l•a�t sich am
einfachsten mit dem Kreuzprodukt konstruieren. Weil das Spatprodukt verschwin-
det, wenn zwei Argumente •ubereinstimmen, geht jeder Kegelschnitt

K = � (g12 � g34 + g34 � g12) + � (g13 � g24 + g24 � g13) + � (g23 � g14 + g14 � g23)(C.19)

mit gik = Qi � Qk durch die vier Punkte Qj : hQj ; KQj i = 0 f•ur alle vier Qj . Alle
drei Terme sind so konstruiert. Die Matrix K ist eine Linearkombination mit drei
Parametern. Die drei Termesind nicht unabh•angig: zwei reichen aus,um alle Kegel-
schnitte durch die vier Punkte darzustellen(Gl. C.17). Von denbeidenverbleibenden
Parametern kann einer fest normiert werden, weil alle Gleichungen homogensind.
Das Resultat ist eineeinparametrigeSchar von Kegelschnitten. Wenn wir verlangen,
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da� der Kegelschnitt (C.19) auch noch durch den Punkt Q5 geht, erhalten wir eine
Gleichung f•ur den verbleibenden Parameter. Setzen wir � = 1 und � = 0, so ist
hQ5; KQ5i = 0 eine Gleichung f•ur � , das nun der Invariante C.15 entspricht. Wir
�nden f•ur K die Formel

K =
Q1 � Q2 � Q3 � Q4 + Q3 � Q4 � Q1 � Q2

[Q1; Q2; Q5][Q3; Q4; Q5]

�
Q1 � Q3 � Q2 � Q4 + Q2 � Q4 � Q1 � Q3

[Q1; Q3; Q5][Q2; Q4; Q5]
: (C.20)

Die quadratische Gleichung hQ; KQi = 0 mit den L•osungenQi , (i = 1; :::; 5)
kann in der Form

[(Q1 � Q2) � (Q4 � Q5); (Q2 � Q3) � (Q5 � Q); (Q3 � Q4) � (Q � Q1)] = 0(C.21)

geschrieben werden.Die L•osungseigenschaft der Qi �ndet man durch Einsetzen.Die
Interpretation dieserGleichung ist der Pascalsche Satz (Abb. C.5): Die gegen•uber-
liegendenSeiten eines in einen Kegelschnitt einbeschriebenen Sechsecks schneiden
sich in Punkten, die auf einer Geraden, der Pascalschen Geraden, liegen. Der Satz
von Pappos ist davon nur der Spezialfall eines in ein Geradenpaarentarteten Ke-
gelschnitts. In Gleichung (C.21) ist (Q1 � Q2) � (Q4 � Q5) der Schnitt der beiden
Seiten (Q1 � Q2) und (Q4 � Q5). Drei solcher Punkte liegenauf einer Geraden,d.h.,
ihr Spatprodukt verschwindet. Die Pascalsche Kon�guration kann zur punktweisen
Konstruktion einesKegelschnitts durch f•unf Punkte dienen (Abb. C.6). Der Kegel-
schnitt wird dabei als Kurv e de�niert, f•ur die der Pascalsche Satz gilt. Gleichung
(C.21) zeigt dann, da� dies eine Kurv e zweiten Grades ist.

Schlie�lic h kann Abbildung C.6 als Konstruktion zweier projektiv er Strahl-
b•uschel gelesenwerden. Deshalb kann man einen Kegelschnitt auch als Erzeugnis
(Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen) zweier projektiv er Strahlb •uschel
charakterisieren. Wir sehen das wie folgt. Einerseits wird das von A getragene
B•uschel perspektiv auf dasB•uschel Q abgebildet, vermittelt durch die Schnittpunk-
te auf der Geraden a. Das B•uschel Q wiederum wird •uber e auf das B•uschel E
perspektiv abgebildet. Damit ist die projektiv e Beziehung zwischen den B•uscheln
E und A hergestellt. Die Punkte desKegelschnitts sind die Schnittpunkte einander
entsprechenderGeradender B•uschel A und E. Ebensosieht man, wie der Pascalsche
Satz eingebettet ist, und man erh•alt die •Aquivalenz der anderenDe�nitionen.

Eine Geradeschneidet den Kegelschnitt in 2 Punkten, die aber nicht unbedingt
reell sind. Das ist einetriviale Folgeder Tatsache, da� hQ; KQi = 0 einequadratische
Gleichung ist. Ist etwa die Geradedurch Q = P1 + �P 2 gegeben, werden die Werte
von � f•ur die Schnittpunkte durch die quadratischeGleichung hQ; KQi = hP1; KP1i +
2� hP1; KP2i + � 2hP2; KP2i = 0 bestimmt. Wir erhalten zwei reelle L•osungenoder
zwei komplexe oder einen reellen Doppelpunkt. Im letzten Fall ber•uhrt die Gerade
den Kegelschnitt. { Sind beide Schnittpunkte K 1; K 2 einer Geraden g = Q1 � Q2



C.3. KEGELSCHNITTE 195

reell und kennenwir den einen, �nden wir den zweiten durch einelineare Gleichung.
Es gilt

K 2 = K 1 � 2
hK 1; KQ1i
hQ1; KQ1i

Q1 : (C.22)
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Anhang D

Der •Ub ergang von der
pro jektiv en zur metrisc hen
Eb ene

D.1 Die Polarit •at

Projektiv eAbbildungen halten Punkte und Geradengetrennt: Esgibt zun•achst keine
lineare Abbildung von Punkten auf Geradenund umgekehrt (das Kreuzprodukt ist
ja bilinear, es bildet Paare von Punkten auf Geraden und Paare von Geraden auf
Punkte ab). Eine lineare Abbildung der Geradenauf Punkte und umgekehrt macht
ausdem projektiv en Raum die metrische Welt der Physik, in der wir Orthogonalit •at
kennenund L•angenund Winkel vergleichen und vervielfachen, also messenk•onnen.
Wir benutzen die Summationskonvention.

Zun•achst erinnern wir an das Axiom, da� alle Lote auf einer Geraden in ei-
nem B•uschel liegen1. Auf der projektiv en Ebenegibt esalso zu jeder Geradeneinen
besonderenPunkt, der diesesB•uschel tr •agt. Lotrechtstehen ist daher in einem pro-
jektiv en Modell durch eine Abbildung der Geraden g auf zugeordnetePunkte P[g]
bestimmt. Ist dieseAbbildung projektiv, nennenwir sie Polarit •at und schreiben

P[g] def= Bg ; P k [g] = B klgl : (D.1)

Wir wollen nun zeigen,da� wir einesolche projektiv e Zuordnung ausdrei Paaren
von Geradenund Polen konstruieren k•onnen,wenn wir den H•ohensatzvoraussetzen.
Da die Zuordnung dann auch eindeutig seinmu� (Abb. D.1), legt uns der H•ohensatz
also tats•achlich auf eine projektiv e Abbildung der Geraden auf ihre Pole fest. Wir
gehenin drei Schritten vor. Zuerst �nden wir �nden wir eine allgemeineFormel f •ur
den H•ohensatz,dann zeigenwir, da� eineMatrix B in Gleichung (D.1) symmetrisch
sein mu�, und schlie�lic h konstruieren wir sie formal.

1Man kann schon dies als Spezialfall des H•ohensatzessehen.
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Drei Paare von Geradenund Polen erf•ullen den H•ohensatz,wenn

[(P1 � (g2 � g3)) ; (P2 � (g3 � g1)) ; (P3 � (g1 � g2))] = 0

ist. Entwickeln wir dasSpatprodukt entsprechend den bekannten Regeln,�nden wir

hg1; P2ihg2; P3ihg3; P1i = hg1; P3ihg3; P2ihg2; P1i : (D.2)

Drei Paare von Geradenund Polen, die den H•ohensatzerf•ullen, bestimmenden Pol
jeder weiteren Geraden,wenn die drei Geradennicht kollinear sind (Abb. D.1). Die
drei H•ohen h4C D F = ((D � P2) � (F � P1)) � C, h4AE F = ((E � P2) � (F � P3)) � A
und h4B D E = ((E � P1) � (D � P3)) � B schneiden sich in einem Punkt P[g4]
(d.h., [h4C D F ; h4AE F ; h4B D E ] = 0), wenndie drei AusgangspaaredenH•ohensatz(D.2)
erf•ullen. Die Abbildung g4 ! P [g4] = h4C D F � h4AE F ist linear und nicht vierter
Ordnung in g4, wie eszun•achst aussieht. Zerlegt man die Kreuzprodukte wie gehabt
und k•urzt man gemeinsameFaktoren, ergibt sich schlie�lic h

P[g4] = h4C D F � h4AE F / B g4

B = � 1 (g2 � g3) � P1 + � 2 (g3 � g1) � P2 + � 3 (g1 � g2) � P3 (D.3)

� 1 = hg1; P2ihg2; P3i ; � 2 = hg2; P1ihg2; P3i ; � 3 = hg3; P2ihg2; P1i :

Diese Matrix ist { wieder wegendes H•ohensatzes{ symmetrisch. Wir zeigendies,
indem wir f•ur die drei Geraden gi feststellen, da� hgi ; Bgk i = hgk ; Bgi i gilt. Das
ist eine einfache Rechnung, bei der wieder Gleichung (D.2) benutzt werden mu�.
Der H•ohensatz hat also gezeigt, da� die Polarit •at eine projektiv e Abbildung mit
symmetrischer Matrix ist.

Jede symmetrische Matrix, also jede Polarit •at, de�niert einen Kegelschnitt {
und umgekehrt. Hier ist der Kegelschnitt als Gesamtheit der Geraden bestimmt,
die ihren eigenenPol enthalten, B kl tk t l = 0. DieseGeradensind daher das Tangen-
tenb•undel [tk ] desKegelschnitts. Die zun•achst abstrakte Polarit •at ist identisch mit
der gew•ohnlichen Polarit •at an einem Kegelschnitt. Die Tangenten enthalten ihren
Pol. Es ist der jeweilige Ber•uhrpunkt mit dem Kegelschnitt P k [t ] = B kl t l . Damit
stehendie Tangenten auch senkrecht auf sich selbst:die de�nierende Gleichung mu�
so gelesenwerden. Diesemerkw•urdige Eigenschaft kennenwir von den lichtartigen
Geradender pseudoeuklidischen Geometrie.{ Wir k•onnennun wie folgt formulieren:
Die Polarit •at ist eineLagebeziehung zum Kegelschnitt der selbstorthogonalenGera-
den, den wir absolutenKegelschnitt nennenwollen. Wenn B umkehrbar ist, AB = E,
�nden wir zu jedem Punkt eine Polare, p[Q] = AQ ; pk [Q] = Akl Ql . Die Pola-
rit •at bildet dann Geradenund Punkte der projektiv en Ebeneeindeutig aufeinander
ab. Sonderf•alle entstehen, wenn dieseUmkehrbarkeit nicht gegeben ist. Solche Son-
derf•alle haben wir in den Geometrien ohne Kr •ummung (d.h. mit Parallelenaxiom),
wo alle Pole auf einer Geraden(der Ferngeraden)liegen, schon kennengelernt. Dort
wird die 2-parametrige Geradenmengeauf eine einparametrige Punktmenge abge-
bildet. B hat dann einen Rang kleiner als 3. Die Eigenschaften von B bestimmen
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Abbildung D.1: Drei Beispiele bestim-
men die Polarit •at
Durch drei polare Paare [gi ; Pi ], i = 1; : : : ; 3
ist eine Polarit •at de�niert. Schon drei pola-
re Paare [gi ; Pi ], i = 1; : : : ; 3 sind nicht frei
w•ahlbar. Schlie�lic h sollensich die H•ohendes
Dreiseits [g1; g2; g3] in einem Punkte schnei-
den (Abb. A.7). Der H•ohenschnittpunkt liegt
aber schon nach der Auswahl der ersten bei-
denPolefest. Der dritte Pol mu� auf der drit-
ten H•ohe liegen. Der Pol einer vierten Gera-
den g4 ergibt sich nun als Schnitt der H•ohen
auf g4 in den Dreiseiten [g2; g3; g4], [g3; g1; g4]
und [g1; g2; g4]. Diesedrei H•ohengehendurch
einen Punkt P4.
Sind die drei gew•ahlten Pole kollinear, ist

ihre Verbindung die absolute Polare, fallen
sie jedoch zusammen,de�nieren sie den ab-
soluten Pol.

Abbildung D.2: Die Polarit •at ist einepro-
jektiv e Abbildung
Wenn eine Polarit •at durch drei Paare von
Gerade und Pol gegeben ist, bestimmt der
H•ohensatz,da� die Poleder zu g1 und g2 kon-
kurrenten Geraden auf der Verbindung von
P1 und P2 liegen. Die Abbildung ist projek-
tiv (das B•uschel C wird auf die Punktreihe
g3 abgebildet,speziell g4 auf D , darauf g3 aus
P2 auf h3, speziell D auf D1, und schlie�lic h
h3 aus A auf die Verbindung P1P2, speziell
D1 auf P4). Die Gerade AD 1 ist die H•ohe
auf g4 im Dreiseit [g2; g3; g4]. Analog kon-
struiert man B D2, die entsprechende H•ohe
im Dreiseit [g1; g3; g4]. Beider Schnitt (P4)
ist kollinear mit P1 und P2, weil die drei
Punkte Schnitte der Gegenseitenim Sechs-
eck [A; D1; D ; D2; B ; H ] sind (Satz von Pap-
pos, Abb. C.3).

die Geometrie, solangeB nicht ausgeartet ist. Im ausgeartetenFalle ist die duale
Polarit •at A , die jedem Punkt P eine Geradeg[P] = AP zuordnet, nicht vollst•andig
von B bestimmt. Dann mu� sie gesondertde�niert werden. Im entarteten Fall ist
AB = BA = 0.

Viele Beziehungen der linearen Algebra erhalten nun eine einfache geometri-
sche Bedeutung. Wir erinnern hier speziell an die Gleichung (C.13). Dort steht: Der
Schnittpunkt zweier Geraden(bei nichtentarteter Polarit •at) ist der Pol der Verbin-
dungslinie der Pole beider Geraden,und: Die Verbindungslinie zweier Punkte ist die
Polare desSchnittpunkts der Polaren beider Punkte. Im Besonderenist der Schnitt-
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punkt zweier Tangenten des absoluten Kegelschnitts der Pol der Verbindungslinie
der Ber•uhrpunkte. Das ist die Konstruktion von Abbildung 8.14.

Das B•uschel der Lote auf einer Geradenist durch die (pro jektiv e) Zuordnung B
des Tr•agerpunktes bestimmt. Wir sprechen genau dann davon, da� zwei Geraden
g und h aufeinander senkrecht stehen, wenn das Produkt hh; Bgi = hkB klgl = 0
verschwindet. Sind zwei Geradenaufeinandersenkrecht, dann liegt der Pol der einen
jeweils auf der anderen Geraden. Die Polarit •at P k = B klgl , die jeder Geraden g
einen Pol P[g] zuweist, de�niert damit eine metrische Geometrie. Der Begri� der
Orthogonalit •at bezieht sich allein auf die Polarit •at. Wenn wir daraufhin Teilung und
Vervielfachung mit dem harmonischen Wurf de�nieren, k•onnenwir daran gehen,die
G•ultigk eit der Axiome zu •uberpr•ufen.

Zu einer Polarit •at mit vollem Rang gibt esPolardreiecke, in denenjede Ecke Pol
ihrer gegen•uberliegendenSeite ist. Beginnen wir mit einer Geraden g, bestimmen
ihren Pol P[g] und ziehendurch diesenPol eine Geradeh. Der Pol P[h] liegt dann
wieder auf g, und der Fu�punkt Fg[h] = g � h von h auf g ist Pol der Verbindungs-
geradenP[g] � P[h]. Laut Voraussetzunggilt hkgl B kl = 0: so wie P[g] die Geradeh
tr •agt, liegt P[h] auf g. Der Pol von P[g] � P[h] aber bestimmt sich wegender Regel
(C.13) zu B[B[g]� B[h]] = det[B] g� h, d.h. alsSchnittpunkt der Geradeng und h. In
unseremDreieck ist also jeder Punkt Pol der gegen•uberliegendenSeite (Abb. D.3).
{ Mit unserer De�nition des Senkrechtstehens haben wir nun ein Dreieck mit drei
rechten Winkeln vor uns, wie wir esvon der Kugel kennen.Abbildung 7.1 zeigt gera-
de ein solchesDreieck. Tats•achlich kann auf der Kugel jede Geradedurch das Paar
ihrer Pole vertreten werden, die in der ebenen Projektion ja zusammenfallen.Im
Falle einesreellen absoluten Kegelschnitts zerf•allt die Mengeder Punkte und Gera-
den in verschiedeneeinzeln invariante Teilmengen.Dann liegt das Polardreieck i.a.
nicht mehr vollst•andig in einem Transitivit •atsgebiet von Punkten und Geraden.Die
projektiv e Ebenegestattet uns zwar noch, ein Polardreieck zu zeichnen (Abb. D.3),
aber nicht alle Punkte diesesDreiecks sind jetzt Elemente der Bewegungsgruppe der
betrachteten induzierten Geometrie.

Bei vollen Rang von B ist der Kegelschnitt A kl QkQl = 0 mit der Einh•ullenden
desTangentenb•undels B kl tk t l = 0 identisch. JedeGeradeg schneidet diesenKegel-
schnitt in zwei u.U. imagin•aren Punkten K 1[g] und K 2[g]. Die Tangenten an diese
Punkte schneiden sich aber immer im reellen Pol P[g] der Geraden.Die Pole eines
Strahlb•uschels durch Q liegen auf der der Polaren p[Q] = AQ desB•uscheltr •agers:

hQ; gi = hAQ; B gi :

Ist hQ; gi = 0, so ist eben auch hAQ; B gi = 0. Das Bild AQ desPunktes liegt dann
auf dem Bild Bg der Geraden.

Hat B den Rang 3, ist A als Inversesbestimmt. { Hat B den Rang 2, ist f •ur
A die Subdeterminantenmatrix Amn = � ij m � klnB ik B j l zu nehmen.Dieseerf•ullt als
einzigenichttrivial die Gleichung A ik B kl = 0 und hat selbst den Rang 1. Da B •uber
die Gleichung Bp = 0 eine absolute Polare p (das projektiv e Bild der Ferngeraden)
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Abbildung D.3: Polardreiecke
In die projektiv en Ebene legen wir eine Ge-
rade g und auf dieseeinenPunkt Q. Die Po-
lare p[Q] schneideg in R. DessenPolare p[R]
schneidet g wieder in Q und p[Q] in einem
dritten Punkt S. Dieser ist der Pol P[g] von
g. Auf dieseWeisehaben wir ein Dreieck ge-
funden, dessenSeiten die Polaren der Ecken
sind. In der Zeichnung ist der reelle Fall des
absoluten Kegelschnitts gezeichnet.

Abbildung D.4: Die Mittelsenkrechte
Zur Suche der Mittelsenkrechten zwischen
zwei Punkten Q1 und Q2 konstruieren wir
zuerst die Verbindungsgeradeg und ihren
Pol. Die Mittelsenkrechte m mu� von diesem
Pol getragenwerdenund g in einemPunkt F
schneiden.Der Pol von m teilt mit F sowohl
[Q1; Q2] als auch den absolutenKegelschnitt
harmonisch. P[m] und F sind gleichwertige
Mittelpunkte von Q1Q2.

bestimmt, kann man A in der Form A = p� p schreiben. Schneidet g diesePolare in
F [g] = g � p, dann liegen die Paare [F [g]; Bg] in einer Involution auf der absoluten
Polaren. Deren Fixpunkte sind reell, wenn B inde�nit ist (Mink owski-Geometrie).
{ Ist B vom Rang 1, dann kann A vom Rang 2 sein. In diesemFalle kehren sich
die Verh•altnisse um. Die Gleichung AP = 0 de�niert den absoluten Pol P, und B
kann in der Form B = P � P geschrieben werden. Die Punkte Q de�nieren Strahlen
f [Q] = Q� P durch P, die mit denPolarenAQ in einer Involution im Polarenb•uschel
liegen. Deren Fixstrahlen sind dann reell, wenn A inde�nit ist (Anti-Mink owski-
Geometrie). { A kann aber ebenfalls vom Rang 1 sein (Galilei-Geometrie). Dann
de�niert AP = 0 eine lineare Punktreihe, d.h. die absolute Polare, und Bp = 0 ein
Strahlb•uschel, dessenTr•ager der absolute Pol ist.

D.2 Die Spiegelung

Wir konstruieren nun die Formeln f•ur die Spiegelungen.Wir gehenvon einer Ge-
raden g aus, an der die Spiegelungbewerkstelligt werden soll. Zun•achst geht die
Gerade und jeder einzelnePunkt auf ihr in sich selbst •uber. Verbinden wir einen
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allgemeinenPunkt Q mit seinemSpiegelbildS[Q], soll die Verbindungsgeradeauf g
senkrecht stehen.Sie mu� also durch den Pol P[g] der Geradengehen,der auch in
sich selbst •ubergeht. Der Fu�punkt F , in dem sich beide Geradenschneiden, bleibt
auch unver•andert. Also ist das Doppelverh•altnis von P[g] und F mit Q und S[Q]
gleich dem von P[g] und F mit S[Q] und Q, d.h. minus Eins. Wir �nden S[Q] durch
eine harmonische Teilung auf dem Lot, das aus Q auf den Spiegelg gef•allt werden
kann. Der Ausdruck

Sg[Q] = SQ = (Ehg; Bgi � 2Bg � g)Q ; Sk
l = � k

l gr B r sgs � 2B kr gr gl (D.4)

ist eineL•osungdieserBedingung. Dual dazu k•onnenwir auch nach einer Spiegelung
an einemPunkt Q suchen. Die Objekte dieserSpiegelungsind dann Geraden.{ Mit
einem Punkt bleibt nun auch seinePolare bei der Spiegelungunver•andert und gibt
dasfestePaar f•ur denharmonischenWurf mit einerGeradenh und ihrem Spiegelbild
SA [h]. Man erh•alt die duale Formel

SQ [h] = hS = h(EhQ; AQi � 2Q � Q A) ; Sk
l = � k

l Qr A r sQs � 2QkQr A r l : (D.5)

Man sieht unmittelbar, da� S2 = 1 in beiden F•allen ist. Wenn dar•uber hinaus die
Polarit •at nicht entartet ist, also AB = E ist, stimmen beide Spiegelungen•uberein,
SB g = Sg. Spiegelungan einer Geradenund Spiegelungan ihrem Pol sind dann iden-
tische Operationen2. Ist aber B nicht von vollem Rang, dann kann esEntartungsf •alle
geben. Generell ist eine Involution durch ein Paar aus Punkt Q und Gerade g be-
stimmt:

S = EhQ; gi � 2Q � g ; (D.6)

aber nur, wenn g und Q ein polaresPaar sind, bleibt die Polarit •at erhalten, und die
Abbildung geh•ort zu unserer Bewegungsgruppe. Andernfalls beschreibt Gleichung
(D.6) nur irgendeine projektiv e Involution. { Bei den Spiegelungenbleiben sowohl
A als auch B erhalten. Liegt ein Punkt Q auf dem absoluten Kegelschnitt A , d.h.,
hQ; AQi = 0, dann liegt auch seinSpiegelbildauf diesemKegelschnitt. Tangiert eine
Gerade den Kegelschnitt B, d.h., hg; Bgi = 0, dann tangiert auch ihr Spiegelbild
diesenKegelschnitt:

Sk
m AklS

l
n = Amn (gr B r sgs)2 ; Sk

mB mn Sl
n = Bmn (gr B r sgs)2 :

Punkte und Tangenten desKegelschnitts gehenwieder in (i.a. andere) Punkte und
Tangenten desKegelschnitts •uber (Abb. 8.16).

Will man zwei Punkte Q1 und Q2 ineinander spiegeln, mu� man die Mittel-
senkrechte �nden (Abb. D.4). Also bestimmen wir zun•achst den Pol P[Q1 � Q2]

2Wir sprechen hier von den Spiegelungenin der projektiv en Ebene. Die Spiegelung am Pol ist
im allgemeinen keine Punktspiegelung im Sinne von Anhang A, wenn der Pol nicht zur Bewegungs-
gruppe geh•ort. In der projektiv en Ebene wird mehr dargestellt, als die vom Erzeugendensystem
aufgebaute Bewegungsgruppe.
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der Verbindungsgeraden.Der Pol P[m] der gesuchten Mittelsenkrechten mu� nun
mit deren Fu�punkt F = m � (Q1 � Q2) die beiden Aufpunkte Q1 und Q2 harmo-
nisch teilen. Fu�punkt F und Pol P[m] gen•ugen also der Gleichung F = Q1 + �Q 2,
P = Q1 + �Q 2 mit

�
� � 1

� � 1
�

= � 1 ; AP = F � B(Q1 � Q2) :

Einerseits ist also � = � � , andererseitsist

A (Q1 + �Q 2) = (Q1 � �Q 2) � (B(Q1 � Q2))

! h(Q1 � �Q 2); A (Q1 + �Q 2)i = 0 :

Wir �nden also � 2hQ2; AQ2i = hQ1; AQ1i und als Mittelsenkrechte

m[Q1; Q2] = B[Q1 � Q2] � (Q1 � Q2

s
hQ1; AQ1i
hQ2; AQ2i

) : (D.7)

Naturgem•a� �nden wir als L•osung zwei Punkte zu Q1 und Q2, weil das Doppel-
verh•altnis eineRelation zwischen vier Punkten ist. Einen w•ahlen wir als Mittel- und
Fu�punkt F , der andereist dann der Pol P[m] der Mittelsenkrechten. Die Spiegelung
ist nun

S = EhP[m]; mi � 2P[m] � m :

Wollen wir zwei Geradenineinander spiegeln,hei�t es,die Winkelhalbierendezu
�nden. Die Konstruktion ist dual zu der eben durchgef•uhrten. Die Winkelhalbieren-
den sind

w = h1 � h2

s
hh1; Bh1i
hh2; Bh2i

:

Die beiden Spiegelungensind

S� = EhBw� ; w� i � 2Bw� � w� :

Im nichtentarteten Fall ist A [M � ] / M � � B[Q1 � Q2] und B[w� ] / w� � A [h1 � h2].
Das Produkt dreier Spiegelungenh = agb durch einen Punkt �ndet man in der

Form

g = a + �b ! agb = h ; h = a +
1
�

ha;Bai
hb;Bbi

b : (D.8)

Das Produkt QgR = h �ndet man analog. Weil g auf der Verbindung QR lotrecht
ist, liegt der Pol von g auf dieserVerbindungslinie.

Bg = Q + �R ! QgR = h ; h = A(Q +
1
�

hQ; AQi
hR; ARi

R) : (D.9)
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Das Produkt aQb = R ist ein Punkt, wenn Q auf einem gemeinsamenLot von a
und b liegt, die Polare von Q also mit a und b durch einen Punkt geht:

AQ = a + �b ! R = B(a +
1
�

ha;Bai
hb;Bbi

b) : (D.10)

Das Produkt QER = F ist ein Punkt, wenn die Polaren durch einen Punkt gehen:

AF = AQ + � AR ! F = Q +
1
�

hQ; AQi
hR; ARi

R : (D.11)

Wir f•ugennoch zwei n•utzliche Formeln hinzu. Entsprechend (C.11) gilt f •ur den Fall,
da� [g; a;b] = 0, auch

g / ahb� g; A (a � b)i + bhg � a;A (a � b)i ;

und f•ur die Spiegelungh = agb erhalten wir

h = bha;Baihb� g; A (a � b)i + ahb;Bbihg � a;A (a � b)i :

Alles gilt f•ur die nichtentartete Polarit •at.
Wir erhalten auch Formeln f•ur die Drehung, die aus zwei Spiegelungenum Ge-

raden g1 und g2 durch das Drehzentrum zusammengesetztwird. Solch ein Produkt
hat die Form

Sg2 Sg1 = 4hg1; Bg2iB g2 � g1 � 2hg1; Bg1iB g2 � g2

� 2hg2; Bg2iB g1 � g1 + hg1Bg1ihg2; Bg2iE :

Wollen wir eine Drehung konstruieren, die eine Geradeg1 in g3 •uberf•uhrt, spiegeln
wir erst an g1 und dann an der Winkelhalbierenden

g2 = g1 +
q

hg1Bg1i =hg3; Bg3i g3 :

D.3 Der Geschwindigk eitsraum

Der Raum der Relativgeschwindigkeiten ist das physikalisch einfachste und wich-
tigste Beispiel f•ur die Lobachevski-Geometrie. Die Figuren im Geschwindigkeits-
raum sind Hodogramme, jeder Punkt charakterisiert ein bestimmte Geschwindig-
keit, die daspr•aparierten Objekt annehmenkann. Der Betrag der Geschwindigkeiten
ist durch die Lichtgeschwindigkeit begrenzt, alle Hodogramme sind also in Grenz-
kreise (bzw.Kugeln) eingeschlossen.Translationen in einem Hodogramm entstehen
durch Zusammensetzungmit globalen Geschwindigkeiten. Dabei bleibt der Grenz-
kreis erhalten, d.h., Bewegungenmit Lichtgeschwindigkeit bleiben Bewegungenmit
Lichtgeschwindigkeit. Die Translationen sind projektiv e Transformationen. Der re-
elle Grenzkreis ist der absolute Kegelschnitt. Damit hat der Geschwindigkeitsraum
eine Lobachevski-Geometrie.
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UnserBeispiel ist der Billardsto�. Die Figur der beim Billardsto� (Abb. 5.6) nach
einer bestimmten Zeit erreichten Orte mu� aus der symmetrischen Form (Abb. 2.8)
durch einen auf der Relativit •at gegr•undeten Schlu� hervorgehen.Wir gewinnensie,
wenn wir { entsprechend der Einsteinschen Zusammensetzungder Geschwindigkei-
ten { die Relativgeschwindigkeit zwischen dem symmetrischen Sto� und dem Bil-
lardsto� in die Figur des symmetrischen Sto�es einf•ugen. Aus dem Kreis der nach
einer bestimmten Zeit erreichten Punkte wird eineFigur, die (nach euklidischer Be-
urteilung) eineEllipse ist. Die Projektion desMittelpunktes diesesKreises�nden wir
experimentell durch den Schnitt der Verbindung der Endpunktpaare bei verschiede-
nenSt•o�en. Wir bestimmenzun•achst die projektiv e Abbildung, die dieseTranslation
bewirkt. Wir berechnen alles im Kleinschen Modell mit dem Rand

x2 + y2 � z2 = 0 :

Die Matrix der Translation in x-Richtung ist etwa

T =

2

6
4

1 0 r
0

p
1 � r 2 0

r 0 1

3

7
5 :

DieseAbbildung f•uhrt den Randkreis in sich selbst •uber. Der Kreis r 2z2 � x2 � y2 = 0
wird in die gezeigteEllipse verschoben: Aus Q = [r cos'; r sin '; 1] wird

AQ = [1 + cos';
p

1 � r 2 sin ';
1
r

+ r cos' ] :

Wie esseinsoll, wird der Punkt [� r; 0; 1] in [0; 0; 1] verschoben. Nun soll der Durch-
messer� = 2=(r + 1=r) gleich der Geschwindigkeit dessto�enden Teilchen sein, die
hier auf die Lichtgeschwindigkeit bezogenist. dann �nden wir das zu verwendende
r durch die Formel

r =
1
�

(1 �
q

1 � � 2) :

Die Projektion [r; 0; 1] desMittelpunktes [0; 0; 1] teilt denDurchmesserim Verh•altnis


 =
r

2
r + 1

r
� r

=
1

p
1 � � 2

:

Dies ist dasbereitsbekannte Verh•altnis der tr •agenMasseeinesK•orpersin Bewegung
zu seinerRuhmasse.

Eine Translation im Geschwindigkeitsraum ist eine Zusammensetzungaller Ge-
schwindigkeiten mit einer festenGeschwindigkeit. Die Punkte auf dem Rand bleiben
dort (der Betrag der Lichtgeschwindigkeit •andert sich nicht), bewegensich aber auf
demRand (Abb. D.5). DieseBewegungist die Aberration (Abb. 4.3). Erg•anzt auf die
Kugel, ergibt sich einekonforme Abbildung (Abb. 4.10). Die Gruppe der konformen
Abbildungen der Kugel auf sich ist der (homogenen)Lorentz-Grupp e isomorph.
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Abbildung D.5: Geschwindigkeitstransla-
tion und Aberration
Der Kreis stellt denGeschwindigkeitsraum in
der Form des Kleinschen Modells der nicht-
euklidischen Geometrie dar. Der Vektor v
zeigt die Translation an. Die Translation ver-
schiebt die Familie der gezeigtenGeradenin
sich, wobei A in A � und B in B � •ubergeht.
Die gepunkteten Kurv en sind die Bahnkur-
ven der Translation (sieheauch Abb. 9.16).

Abbildung D.6: Geschwindigkeitstransla-
tionen bilden keine Gruppe
Die Zusammensetzungzweier Geschwindig-
keitstranslationen ist nicht wieder eine Ge-
schwindigkeitstranslation. An Hand der in
Abb. D.5 gezeigtenBahnkurven der Transla-
tion sehenwir unmittelbar, da� die Zusam-
mensetzungder zwei Translationen v1 und
v2 eine Rotation relativ zur Translation mit
der zusammengesetztenGeschwindigkeit v
enth•alt. Diese Rotation ergibt die Thomas-
Pr•azession.

Abbildung D.5 ist Anla�, uns daran zu erinnern, da� zwei spezielle Lorentz-
Transformationen mit Geschwindigkeiten in verschiedenen Richtungen nicht wie-
der eine spezielle Lorentz-Transformation ergeben. (Abb. D.6). Das liegt an der
Kr •ummung desGeschwindigkeitsraums (Abb. 7.10,7.11). Formal sehenwir das wie
folgt. Die allgemeineTranslation im Geschwindigkeitsraum mit der Geschwindigkeit
[u; v] hat die Transformationsmatrix

T [u; v] =

2

6
6
6
6
6
4


 + v2 1� 

u2+ v2 � uv 1� 


u2+ v2 
 u

� uv 1� 

u2+ v2 
 + u2 1� 


u2+ v2 
 v


 u 
 v 


3

7
7
7
7
7
5

: (D.12)

Die (auf die Lichtgeschwindigkeit normierten Komponenten der Translation sind
u und v, der Koe�zien t 
 ist wie immer 
 = 1=

p
1 � u2 � v2. Wir pr•ufen

T [u; v]T [� u; � v] = E ohne M•uhe. Ebensosehenwir, da� T [0; v]T [u; 0] eine Trans-
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Links sehen wir zwei Ortsdiagramme ei-
nes Sto�es, bei dem ein von links kommen-
des Teilchen mit einem von rechts kom-
menden zusammenst•o�t. Die Bezugssyste-
me sind so gew•ahlt, da� die Geschwindig-
keit jeweils eins der beiden beim Sto� nur
das Vorzeichen wechselt und dann nur ei-
nevx -Komponente hat. Die Relativgeschwin-
digkeit der beiden Bezugssystemehat dann
nur einevy -Komponente. Wird siedemeinen
Diagramm mit dem richtigen Vorzeichen
•uberlagert, ergibt sich das andere.

Rechts sehen wir das Geschwindigkeits-
diagramm, in dem diese •Uberlagerung eine
Lobachevski-Translation in vy -Richtung ist,
die uns in bekannter Weisedie Geschwindig-
keiten v[A] und v[C] sowie v[B ] und v[D ] zu-
einanderbestimmt. Die Punkte A und B zei-
gen die Geschwindigkeiten vor dem Sto� im
unteren Bezugssystem.Sie werden durch die
Geschwindigkeitstranslation in die Punkte C
und D verschoben.

Abbildung D.7: Zur Geschwindigkeitsabh•angigkeit der Masse.I I.

formation ist, die das Zentrum O = [0; 0; 1] in den Punkt P = [u
p

1 � v2; v; 1] ver-
schiebt. Die Kombination T [� u

p
1 � v2; � v]T [0; v]T [u; 0] hat dann den Fixpunkt O

und ist eine Rotation um den Winkel ' mit

sin ' =
uv

1 +
p

1 � u2
p

1 � v2
; cos' =

p
1 � u2 +

p
1 � v2

1 +
p

1 � u2
p

1 � v2
:

Die mit Gleichung (D.12) beschriebenen reinen Geschwindigkeitstranslationen bil-
den keine Gruppe: In einem mehrfachen Produkt k•onnen die Faktoren nicht ohne
weitereszusammengefa�twerden.Das ist ein Korollar zu der Tatsache, da� die spe-
ziellen Lorentz-Transformationen (Gl. (B.3)) in einer vierdimensionalenWelt keine
Untergruppe der Lorentz-Grupp e bilden.

Wir benutzen die Translationen im Lobachevski-Raum der Geschwindigkeiten,
um zu zeigen, wie sie mit der Geschwindigkeitsabh•angigkeit der Masse zusam-
menh•angen[134]. Abbildung D.7 skizziert Orts- und Geschwindigkeitsdiagramm ei-
nesspeziellenebenenSto�es in zwei speziellenBezugssystemen.Die Geschwindigkeit
jeweils einesTeilchens wechselt nur das Vorzeichen und liegt dann in vx -Richtung.
Wir vergleichen nun die beidensobezeichneten Bezugssysteme.Im rechten Teil sind
die jeweiligen Geschwindigkeiten vor dem Sto� angegeben. In dem Bezugssystem
der Skizzelinks unten sind das EA und EB , in dem oberenEC und ED. In beiden
F•allen mu� der Impulserhaltungssatzgelten. Wir setzennun voraus,da� die Massen
nur •uber einenFaktor 
 [v] von der Geschwindigkeit v abh•angenund da� diesernicht
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von der Richtung abh•angt, also m[v] = m � 
 [v] gilt. Wir k•onnen 
 [0] = 1 w•ahlen.
Der Erhaltungssatz f•ur die wesentliche Komponente lautet nun in den beiden Be-
zugssystemen

m1 
 [A] vx [A] + m2 
 [B ] vx [B ] = 0 ;

m1 
 [C] vx [C] + m2 
 [D ] vx [D ] = 0 :

Nun benutzen wir die Gleichung der Ellipse, also

v2
x [C]

v2
x [A]

+
v2

y [C]

c2 = 1 ;
v2

x [B ]
v2

x [D ]
+

v2
y [B ]

c2 = 1 :

Der Impulserhaltungssatz lautet damit

m1 
 [A] vx [A] + m2 
 [B ] vx [D ]

s

1 �
v2

y [B ]

c2 = 0 ;

m1 
 [C] vx [A]

s

1 �
v2

y [C]

c2 + m2 
 [D ] vx [D ] = 0 :

Wir erinnern nun daran, da� vy [B ] = � vy [C] ist und schreiben daf•ur kurz vy [B ] = u.
Der Impulserhaltungssatz stellt nun eine homogenesGleichungssystemf •ur m1vx [A]
und m2vx [D ] dar. Es ist nur dann l•osbar, wenn die Bedingung


 [A]
 [D ] � 
 [B ]
 [C] (1 �
u2

c2 ) = 0 :

erf•ullt ist. In der Grenzesehr kleiner vx -Komponenten �nden wir 
 [A] = 
 [D ] = 1,


 [B ] = 
 [C] = 
 [u] und schlie�lic h 
 [u] = 1=
q

1 � u2

c2 . Das ist der bekannte Lorentz-
Faktor. Wir pr•ufen durch Einsetzen,da� dieseFunktion 
 [u] auch im Falle nichtver-
schwindender vx -Komponenten die L•osungist. Im Ergebnis �nden wir, da� die Ein-
steinsche Zusammensetzungder Geschwindigkeiten die Geschwindigkeitsabh•angig-
keit der Masseerfordert (Tabelle 5.1).

D.4 Kreise und Peripherien

Wie schon oft bemerkt, ist eshilfreich, sich an der Kugel zu orientieren, um Formeln
zu �nden, deren G•ultigk eit man danach pr •ufen kann. Wir bestimmen die Formel
f•ur einen Kreis auf der Kugel. Dort nehmen wir die dreidimensionaleEinbettung
zu Hilfe und bestimmen den Kreis auf der Ober
 •ache dadurch, da� die Vektoren
vom Kugelmittelpunkt Z zum Kreismittelpunkt M und zu den Peripheriepunkten
Q immer den gleichen Winkel einschlie�en:

cos(6 M Z P) =
h ~Z M ; A ~Z Qi

q
h ~Z M ; A ~Z Qi

q
h ~Z M ; A ~Z Qi

= const
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mit

A =

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A :

Wir haben dabei ber•ucksichtigt, da� die Vektorkoordinaten bereits die projektiv en
Punktk oordinaten sind (die Kugel wird ja ausdemMittelpunkt projiziert) und da� es
ein Skalarprodukt zwischen zwei Punkten nicht gibt, sonderneine Abbildung A auf
die Geraden dazwischengeschrieben werden mu�, deren Matrix im Falle der Kugel
aber gerade gleich der Einheitsmatrix ist und deshalb nicht explizit geschrieben
werden m•usste.Wir wollen aber eine allgemeineFormel, die nicht nur f •ur die Kugel
gilt, sondernf•ur alle anderenPolarit •aten auch. F•ur die Punkte Q einesKreisesum
M ist also

hQ; AM i 2

hQ; AQihM ; AM i
= const :

Die Konstante wird etwa durch einenPunkt Q1 bestimmt, von dem wir wissen,da�
er auf der Peripherie liegt. Also ist

hQ; AM i 2hQ1; AQ1i = hQ1; AM i 2hQ; AQi :

In anderen Worten, durch Q1 ist der Radius und damit der Kreis bestimmt. Wir
haben also schlie�lic h die quadratische Form

hQ; KQi = 0 ; K = AhQ1; AM i 2 � hQ1; AQ1i AM � AM (D.13)

erreicht. Ist A und M gegeben, bleibt ein essentieller Parameter f •ur die De�nition
der Kreise frei. Er entspricht dem Radius. Die Abbildungen 9.16{ 9.19zeigensolche
einparametrigen Scharen von Kreisen.

In der euklidischen Geometrie ist ein Kreis durch drei Punkte Q1; Q2; Q3 be-
stimmt. Nun haben wir den Kreis als speziellen Kegelschnitt zu �nden. Die bei-
den fehlendenBestimmungsst•ucke f•ur den Kegelschnitt werdendurch die Beziehung
zum absoluten Kegelschnitt ersetzt. Sind uns drei Punkte gegeben, konstruieren
wir zun•achst den Umkreismittelpunkt desDreiecks als Schnittpunkt zweier Mittel-
senkrechten und benutzen dann Formel (D.13). Wir k•onnen auch durch Spiegelung
an Mittelsenkrechten erst weitere Punkte konstruieren und dann die Formel (C.20)
benutzen.

Wann bestimmt eine quadratische Form K einen Kreis? Das ist der Fall, wenn
es einen Mittelpunkt M gibt. Die von ihm getragenen Strahlen schneiden K in
zwei Punkten, deren Mitte immer durch M gegeben wird. Erinnern wir uns an
Abbildung D.4, dann de�nieren die Strahlen g durch den Mittelpunkt Pole P[g]
bez•uglich desabsolutenKegelschnitts, die auf der Polarenp[M ] von M liegen.Wegen
der Teilung desKreisesK ist die Polare am absoluten Kegelschnitt auch die Polare



210ANHANG D. DER •UBERGANG VON DER PROJEKTIVEN ZUR METRISCHEN EBENE

Die metrischen Beziehungen seien durch
einen absoluten Kegelschnitt bestimmt. Wir
w•ahlen den Mittelpunkt M des Kreises und
bestimmen seinePolare p[M ]. Nun betrach-
ten wir einen Durchmesserg. Sein Pol P[g]
liegt auf der Polaren von M . Die (gestri-
chelten) Tangenten an den absoluten Kegel-
schnitt stehen auf g senkrecht. Die (strich-
punktierten) Tangenten, die den Kreis in sei-
nen Schnittpunkten mit dem Durchmesser
g ber•uhren, m•ussen ebenfalls auf g senk-
recht stehen. Deshalb gehensie auch durch
P[g]. Das hei�t, der Pol eines Durchmes-
sers bez•uglich des absoluten Kegelschnitts
Bg f•allt mit dem Pol K � 1g bez•uglich des
Kreisesselbst zusammen.

Kreise dieser allgemeinen Form sind die
Rotationsbahnen von Kapitel 9.

Abbildung D.8: Der Kreis

am Kreis. F•ur das Strahlb•uschel M gilt daher, da� K � 1g / Bg f•ur alle m durch M
gilt (Abb. D.8). Die Gleichung hQ; KQi = 0 de�niert also einen Kreis, wenn es ein
Strahlb•uschel M gibt, dessenStrahlen g Fixstrahlen von KB sind:

KBg = �g ; bei festem � f•ur alle g mit hg; M i = 0 :

Dual dazu mu� eseinePunktreihe q (die dann gleich p[M ] ist) geben, derenPunkte
Q die Bedingung

KQ = � AQ ; bei festem � f•ur alle Q mit hq; Qi = 0

erf•ullen. Kreise sind die Kegelschnitte, die den absoluten Kegelschnitt zweimal
ber•uhren. Die Ber•uhrpunkte liegen auf der Polaren p[M ] des Mittelpunkts M . In
Abbildung D.8 sind sie aber nicht reell. Der Mittelpunkt M und seinePolare p[M ]
sind nicht nur in Bezug auf den absoluten Kegelschnitt, sondernauch in Bezug auf
den Kreis selbst polar.

Wir bestimmennun einePeripherie, d.h. die Kurv e, f •ur die der Peripheriewinkel-
satz gilt, den geometrischen Ort aller Punkte, die mit einer feste Sehneein Dreieck
festenScheitelwinkelsbilden. In der euklidischen wie in der pseudoeuklidischen Ebe-
ne ist das ein Kreis. Wir werden zeigen,warum im allgemeineneine Kurv e vierter
Ordnung entsteht. { Wir leiten die Formel an der Kugel ab. Gegeben ist eine Sehne
(zwei Punkte) auf der Kugel. Ein Punkt Q de�niert zwei Ebenen mit den Nor-
malformkoe�zien ten g1 = Q � Q1 und g2 = Q � Q2. Der Winkel zwischen diesen
beiden Ebenen ist der Winkel, unter dem Q1Q2 von Q aus gesehenwird. Dieser
Winkel mu� durch einen dritten Punkt Q3 gegeben sein. Denken wir nun an den
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Peripheriewinkelsatz, dann ist die Gleichung einer Peripherie also

hg1; Bg2i
p

hg1; Bg1ihg2; Bg2i
=

hg31; Bg32i
p

hg31; Bg31ihg32; Bg32i
= cos
 (konstant ) : (D.14)

Das ist eine Gleichung vierter Ordnung, die Peripherie ist kein Kegelschnitt
(Abb. 9.13), im Gegensatzzu dem entarteten Fall der euklidischen kr •ummungs-
freien Geometrie. Gleichung (D.14) kann auch mit A geschrieben werden. Bei der
Ersetzung B ij = � ik lAkm � j mn A ln ergibt sich die sch•one Formel

hQ; (A �
AQ1 � Q2A

Q1AQ2
)QihQ; (A �

AQ1 � Q2A
Q1AQ2

)Qi

= � hQ; (A �
AQ1 � Q1A

Q1AQ1
)QihQ; (A �

AQ2 � Q2A
Q2AQ2

)Qi :

Dabei mu� der Wert von � dadurch bestimmt werden, da� die Kurv e durch den
dritten Punkt Q3 gehensoll. Zerlegt man in der Formel Q alsLinearkombination Q =
� 1Q1 + � 2Q2 + � 3Q3, dann ergibt sich f•ur jeden Wert von � 1=� 3 eine quadratische
Gleichung f•ur � 2=� 3. Auf jedem Strahl durch Q1 liegen zwei Punkte der Kurv e
(Abb. 9.13).

D.5 Zwei Beispiele

Die Verwandtschaft der Geometriender Ebenesoll an zwei Beispielenerl•autert wer-
den, die beide einen besonderengeometrischen Reiz haben. Wir verzichten auf die
Beweise, die wirklic hes Kopfzerbrechen erfordern, und demonstrieren nur die For-
mulierung mit projektiv en Mitteln.

Unser erstes Beispiel ist ein verbl•u�ender Schnittpunkt. Die Verbindungsli-
nien der Schnittpunkte von drei Kegelsc hnitten schneiden sich in einem
Punkt, wenn zwei dieserKegelschnitte jeweils einen Brennpunkt gemeinsamhaben
(Abb. D.9).

Zun•achst m•ussenwir wissen,was ein Brennpunkt ist. Wie wir im vorigen Ab-
schnitt geschrieben haben, ist der Kreis ein Kegelschnitt K mit einem Mittelpunkt
M . Jede Sehneg durch diesenMittelpunkt (d.h., hg; M i = 0) hat einen Pol PK [g]
bez•uglich K und einen Pol PB [g] bez•uglich B. Beide Pole fallen f•ur einen Kreis zu-
sammen.Wir m•ussennun mit solchen projektiv en Begri�en auch die Brennpunkte
F1; F2 von Ellipsen und Hyperbeln H de�nieren. In der euklidischen Geometrie ler-
nen wir, da� die Sehneng durch einen Brennpunkt F (d.h., hg; F i = 0) senkrecht
auf der Verbindungslinie desPols PH [g] mit dem Brennpunkt F stehen.Senkrecht-
stehenist nun in der allgemeinenmetrisch-projektiv en Geometrieaber dasPassieren
des Pols PB [g]. Die Brennpunkte F einesKegelschnitts hQ; HQi = 0 m•ussenalso
dadurch de�niert werden, da� die beiden Pole PB [g] und PH [g] jeder Sehnedurch
einen Brennpunkt mit diesemselbst kollinear sind. Da das f•ur beide Brennpunkte
gelten soll, mu� also

H � 1
12 g = Bg + �F 1
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f•ur hg; F1i = 0 und

H � 1
12 g = Bg + � F2

f•ur hg; F2i = 0 gelten. Daraus folgt

H � 1[�; F1; F2] = B +
�

hF1; B� 1F2i
(F1 � F2 + F2 � F1) (D.15)

beziehungsweise

H [�; F1; F2] = A � ��
AF1 � AF2 + AF2 � AF1

hF1; AF2i

+ � 2� (
AF1 � AF1

hF1; AF1i
+

AF2 � AF2

hF2; AF2i
)

mit

� =
hF1; AF2i 2

hF1; AF2i 2 � � 2hF1; AF1ihF2; AF2i
;

� =
hF1; AF1ihF2; AF2i

hF1; AF2i 2 � � 2hF1; AF1ihF2; AF2i

und � = �= (1+ � ). Fallen F1 und F2 zusammen,ergibt sich die Gleichung desKreises.
� < 1 entspricht der Ellipse der euklidischen Geometrie, � > 1 der Hyperbel.

Nun seien F1; F2; F3 drei Brennpunkte und H 1 = H[� 1; F2; F3], H 2 =
H[� 2; F3; F1], H 3 = H[� 3; F1; F2] drei Kegelschnitte, die jeden Brennpunkt gemein-
sam mit einem anderen der drei haben. Diese Kegelschnitte haben je zwei Direc-
tricen, die Polaren der Brennpunkte (d12 = H 1F2, und so fort). Zwei Kegelschnitte
haben jeweils zwei reelle Schnittpunkte (H 1 und H 2 schneiden sich in Q31 und Q32,
H 2 und H 3 in Q11 und Q12, schlie�lic h H 3 und H 1 in Q21 und Q22), durch die eine
Sehnegelegt werden kann (g1 = Q11 � Q12, g2 = Q21 � Q22, g3 = Q31 � Q32). Die
drei Sehnenschneiden sich in einem Punkt, d.h., [g1; g2; g3] = 0.

In der euklidischen (wie auch in der Minkowski-Geometrie) kann man zeigen,
da� jede Sehnedurch zwei Schnittpunkte von Directricen geht, also etwa g1 durch
Q1 = d21 � d31 und R1 = d23 � d32. Mit der Darstellung g1 = Q1 � R1 kann man
dann mit einfacher Algebra zeigen,da� die drei Sehnendurch einen Punkt gehen.
Im nichteuklidischen Fall geht die Sehnengk noch durch Qk , aber nicht mehr durch
Rk .

Das zweite Beispiel ist ein ber•uhmtes Problem der antik en griechischen Mathe-
matik. Es ist die Dreiteilung des Wink els, eins der klassischen Probleme, das
keine allgemeineL•osungauf der Basis einer Konstruktion mit Zirkel und Lineal be-
sitzt. Man �ndet die Dreiteilung mit Konstruktionen, die Schnitte aus Kreis und
Hyperbel suchen. Wir zeigenhier eine Konstruktion im Minkowski-Raum, die dual
zu einer bekannten Konstruktion der euklidischen Ebene ist, und teilen den pseu-
doeuklidischen Winkel in drei Teile (Abb. D.10). Die Dualit •at veranla�t uns, das
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Abbildung D.9: Der Sehnenschnittpunkt
dreier Kegelschnitte
Die Abbildung zeigt drei Punkte F1; F2; F3.
Je zwei dieserPunkte seienBrennpunkte ei-
nesKegelschnitts. Zu diesensind in gleichem
Stil die Directricen und deren Schnittpunk-
te gezeichnet. Die Sehneng1; g2; g3 durch die
Schnittpunkte der Kegelschnitte schneiden
sich in S.

Abbildung D.10: Die Dreiteilung des
Winkels
Wir zeigendie Dreiteilung desWinkelsin der
Mink owski-Geometrie.

Die invarianten Richtungen sind wie •ublich
gew•ahlt. Der Winkel wird so gelegt, da� die
Gerade g0 die Horizontale ist. Genau dann
wird der im Text de�nierte Kegelschnitt H
nach euklidischem Ma� ein Kreis.

Ergebnis in projektiv er Form zu fassen.{ Aus unsererSicht ist der Kreis K die ele-
mentare Figur, f•ur die es eine ziemlich einfach strukturierte Gleichung gibt, wenn
der absolute Kegelschnitt B bekannt ist (Gleichung (D.13)). Ist B nur vom Rang
2, so entartet Gleichung (D.13) zu einer leerenGleichung. Wir m•ussenalso dann B
durch einenkleinen Term erg•anzen,der den vollen Rang herstellt, invertieren und in
der Gleichung (D.13) den Grenz•ubergangherstellen, in dem dieserZusatzterm ver-
schwindet. Der f•uhrende Term wird dann durchaus trivial, aber der n•achste liefert
wieder eine richtige Gleichung. Wir k•onnen sie wie folgt darstellen. Ist B nur vom
Rang 2, so de�niert B eine absolute Polare p, mit deren Hilfe B als Derivat einer
Matrix B� vollen Rangesdargestellt werden kann:

B = B� �
B� p � B� p
hp;B� pi

:

Diesekann gew•ohnlich invertiert werden, A � B� = E. Wir �nden mit der De�nition

A 1 = A � �
p � p

hp;B� pi
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Abbildung D.11: Hyperbel und euklidi-
scher H•ohenschnittpunkt
Der euklidische H•ohenschnittpunkt eines
Dreiecks liegt auf dem pseudoeuklidischen
Umkreis, wenn dieser eine gleichseitige Hy-
perbel ist. { Und als Korollar: Alle Ke-
gelschnitte durch ABCH sind gleichseiti-
ge Hyperbeln, deren Mittelpunkte auf dem
Feuerbach-Kreis liegen.

Abbildung D.12: Kreis und pseudoeukli-
discher H•ohenschnittpunkt
Der pseudoeuklidische H•ohenschnittpunkt
eines Dreiecks liegt auf dem euklidischen
Umkreis, wenn die ausgezeichneten Rich-
tungen, die pseudoeuklidisch auf sich selbst
senkrecht stehen, euklidisch aufeinander
senkrecht stehen.

wieder eine Matrix mit Rang 2, mit deren Hilfe die Kreisgleichung hQ; KQi = 0 mit

K = A 1 + 2
hQ1; A 1M i

hp;Q1ihp;M i
p � p �

1
hp;M i

(p � M A 1 + A 1M � p) �
hQ1; A 1Q1i

hp;Q1i 2 p � p

geschrieben werden kann.
In Abbildung D.10 rechnen wir mit einem Minkowskischen Ma� B. Der (gestri-

chelt gezeichnete) Kegelschnitt K um den Scheitelpunkt O des Winkels aus den
Geraden g0 und g1, der nach euklidischen Ma�st •aben beurteilt eine Hyperbel ist,
ist in dem durch B gegebenen Ma� ein Kreis. Er schneidet g1 im Punkte P. Nun
wird um den Mittelpunkt Q von OP ein Kegelschnitt H durch P gelegt, der im
euklidischen Fall eine Hyperbel, hier also ein (nach euklidischen Ma�st •aben beur-
teilter) Kreis ist. DiesenKegelschnitt de�nieren wir unabh•angig von der speziellen
Geometrie als Konstrukt aus B und g0. W•ahrend der Kreis K mit B konstruiert
wird, suchen wir den Kegelschnitt H als Kreis auf der Basis einer Matrix

B1 = B �
�

hg0; Bg0i
Bg0 � g0B :

Wir bestimmen� so,da� die beidenB1 entsprechendenAsymptoten (de�niert durch
he;B1ei = 0, in Abb. D.10 nicht reell) bez•uglich B senkrecht aufeinanderstehen(d.h.,
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he1; Be2i = 0). Es ergibt sich dann immer � = 2. Schneiden wir nun K (den B-Kreis
durch P um O) mit H (dem B1-Kreis durch P um Q), erhalten wir weitere reelle
Schnittpunkte D , im euklidischen Fall drei, im pseudoeuklidischen Fall einen. Man
kann nun zeigen,da� die Geradeng2 = O� D in g1 •ubergehen,wennsieerst an g0 und
dann am Ergebnis g3 = Sg0 [g2] gespiegeltwerden. Damit ist 36 [g2; g0] = 6 [g0; g1].
Im euklidischen Fall gilt dies nat•urlich nur modulo 2� .

Abbildung D.10 illustriert das Verfahren. Wir legen den durch B bestimmten
pseudoeuklidischen Kreis K als Hyperbel um den Vertex O und �nden auf dem
zweiten Schenkel den Punkt P. Durch den Mittelpunkt Q der Strecke OP legen
wir den (euklidischen) Kreis H und �nden den Schnittpunkt D . Nun ziehenwir die
SehnePD, die das Asymptotenkreuz in E und F schneidet und halbieren sie mit
dem Punkt H , der auch AB halbiert, wie wir von der Hyperbel wissen.Die Gerade
g3 halbiert alsoden Winkel 6 [g2; g1] nach pseudoeuklidischem Ma�. Wir m•ussennun
nur noch zeigen,da� g0 den Winkel 6 [g3; g2] nach pseudoeuklidischem Ma� teilt. g0

ist aber die horizontale Achse und teilt deshalb gerade dann 6 [g3; g2] auch nach
euklidischem Ma�. In diesemrechnen wir weiter. Der Winkel 6 ODP ist nach Thales
ein rechter Winkel, 6 F OE ist esnach Voraussetzung(genauerwegender Wahl von
B und B1). Deshalbgilt 6 F OD = 6 F EO. Andererseitssind nach euklidischem Ma�
OH und H E gleich lang, also 6 F EO = 6 H OE. Damit ist 6 F OD = 6 H OE, und
g0 halbiert nicht nur 6 F OE, sondernauch 6 DOH . Damit ist nach euklidischem wie
pseudoeuklidischem Ma� 6 [g2; g0] = 6 [g0; g3]. Nach pseudoeuklidischem Ma� war
aber 6 [g2; g3] = 6 [g3; g1]. Deshalbist nach pseudoeuklidischem Ma� nun 36 [g2; g0] =
6 [g0; g1].

Die Dreiteilung des Winkels ist eine Aufgabe jenseits der L•osbarkeit mit Zirkel
und Lineal allein. Das liegt in der euklidischen wie in der pseudoeuklidischen Geo-
metrie am Fehlen einesabsoluten Pols. In der Galilei-Geometrie ist die Dreiteilung
desWinkels•aquivalent der Dreiteilung einer Strecke und mit Zirkel und Lineal allein
ausf•uhrbar. Dual dazu �nden wir, da� die Dreiteilung einer Strecke nicht mehr mit
Zirkel und Lineal allein zu bew•altigen ist, wenn es keine absolute Polare gibt, also
etwa auf der Kugel (d.h. in der elliptischen Geometrie).

Es gibt auch einfachere Beispiele der Verwicklung von Kreis und gleichseitiger
Hyperbel als die Dreiteilung des Winkels. Die Abbildungen D.11 und D.12 zeigen,
da� eine Hyperbel auch in einer einfachen euklidischen Konstruktion und ein Kreis
in der dualen pseudoeuklidischen Konstruktion gefundenwerden kann. Konstruie-
ren wir den H•ohenschnittpunkt einesDreiecks nach der euklidischen Regel, liegt er
auf allen gleichseitigen Hyperbeln, die durch die Dreieckspunkte gehen.Dual dazu
k•onnen wir den H•ohenschnittpunkt nach der pseudoeuklidischen Regelbestimmen.
Dann liegt er auf dem euklidischen Umkreis des Dreiecks. Wir lassenden Beweis
dem Leser.
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Anhang E

Die metrisc he Eb ene

E.1 Klassi�k ation

Wir wollen hier die formale Grundlage f•ur die Darstellung in Kapitel 9 entwickeln1.
Dazu erweitern wir zun•achst die projektiv e Ebeneauf den projektiv en Raum. Des-
sen Punkte und Ebenen sind nun Schnitte mit einem Geradenb•uschel bzw. einem
Raumb•uschel, dasvon einemZentrum im vierdimensionalenlinearenRaum getragen
wird. Jeder Punkt im dreidimensionalenprojektiv en Raum hat nun vier homogene
Koordinaten, Q = (Q1; Q2; Q3; Q4), und die gew•ohnlichen Koordinaten erhalten
wir etwa durch (� ; � ; � ) = (Q1=Q4; Q2=Q4; Q3=Q4). Das zum Punkt duale Gebil-
de ist nicht mehr die Gerade, sondern die Ebene. Geraden kann man sowohl als
Schnitt zweier Ebenen oder als Verbindung zweier Punkte darstellen. Eine Ebene
hat ebenfalls vier homogeneKoordinaten, e = (e1; e2; e3; e4). Der Punkt Q liegt
in der Ebene e, wenn das Skalarprodukt der Koordinatenquadrupel verschwindet,
he;Qi = ekQk = 0.

Dem Kegelschnitt entspricht nun im dreidimensionalenprojektiv enRaum ein Ge-
bilde, daswir allgemeineineQuadrik nennen.Eine solche Quadrik kann ein Ellipsoid
oder ein Hyperboloid sein, dieseNamen sind aber der Anschauung im euklidischen
Raum entlehnt. Projektiv unterscheidensich die Quadriken nur durch ihre Signatur,
d.h. durch die Di�erenz in der Zahl der positiven und negativen Diagonalelemente
in einer Diagonaldarstellung der Matrix K lm . Auch dieser Unterschied ist f•ur uns
ohneBelang.Wir wollen hier die Quadrik mit Hauptachsenparallel den cartesischen
Koordinatenlinien darstellen und w•ahlen deshalb

(x � � t)2

a2 +
(y � � t)2

b2 +
(z � � t)2

c2 =
t2

d2 :

Der Mittelpunkt hat die Koordinaten Z = [� ; � ; � ; 1], die Hauptachsenquadratesind
a2=d2, b2=d2 und c2=d2. Sind dieseWerte alle positiv, ist die Quadrik in der gew•ahlten

1Wir benutzen die Summationskonvention.
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Darstellung ein Ellipsoid. Die dreidimensionalePolarit •at ist dann durch die Matrizen

A � =

0

B
B
B
@

1
a2 0 0 � �

a2

0 1
b2 0 � �

b2

0 0 1
c2 � �

c2

� �
a2 � �

b2 � �
c2 � 1

d2 + � 2

a2 + � 2

b2 + � 2

c2

1

C
C
C
A

; detA = �
1

a2b2c2d2 (E.1)

und

B� =

0

B
B
B
@

a2 � d2� 2 � d2� � � d2� � � d2�
� d2� � b2 � d2� 2 � d2� � � d2�
� d2� � � d2� � c2 � d2� 2 � d2�
� d2� � d2� � d2� � d2

1

C
C
C
A

(E.2)

darzustellen. Ein Punkt Q hat die polare Ebene� [Q] = A � Q, eine Ebene
 hat den
Pol P[
 ] = B� 
 .

Wir setzennun d = 1. Der Schnitt mit der Ebenez = 0 ist ein Kegelschnitt der
Gleichung

(x � � t)2

a2 +
(y � � t)2

b2 = t2 (1 �
� 2

c2 ) :

Ist � < c, schneidet die Quadrik die Ebeneim Reellennicht. Wir k•onnen

A =

0

B
@

1
a2 0 � �

a2

0 1
b2 � �

b2

� �
a2 � �

b2 � 1 + � 2

a2 + � 2

b2 + � 2

c2

1

C
A ; det A = �

c2 � � 2

a2b2c2

schreiben. F•ur B ist daseigentlich komplizierter, aber im nichtentarteten Fall haben
wir einfach das Inversevon A zu bilden, d.h.,

B = �
c2

c2 � � 2

0

B
@

a2(� 1 + � 2

a2 + � 2

c2 ) � � �
� � b2(� 1 + � 2

b2 + � 2

c2 ) �
� � 1

1

C
A :

Wir •uberzeugenuns, da� die polare Ebene� [Q] = A � Q einesPunktes in der Ebene
z = 0 dieseEbene in der Polaren p[Q] = AQ schneidet. Schlie�lic h gilt die Eigen-
schaft der Punkte der polarenEbene,mit dem Aufpunkt Q die beidenSchnittpunkte
der Verbindungsgeradenmit der Quadrik im Raum harmonisch zu teilen auch f •ur
die Punkte, die auf dem Schnitt der polaren Ebenemit der Zeichenebene liegen. {
Wir •uberzeugenuns, da� die polaren Ebenen� [Q] = A � Q der Punkte Q einer Ge-
raden g in der Ebenez = 0 alle eine Geradep[g] gemeinsamhaben, die dieseEbene
z = 0 im Pol P[g] = Bg der Geraden schneidet. W•ahlen wir auf g zwei Punkte,
schneiden sich deren polare Ebenenin einer Geraden.DieseGeradeerweist sich als
unabh•angig von der Wahl der Punkte, solangesie auf der Geraden g liegen. Es ist
die Polare p[g] der Geradeng.
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Im Raum k•onnen also Geraden zueinander polar sein2. Die gefundeneGerade
p[g] schneidet die Ebene z = 0 im Pol P[g] = Bg der Geraden. Wir k•onnen dual
dazu auch so vorgehen, da� wir erst die Ebenen durch die Gerade g bestimmen
und dann die Pole dieser Ebenenaufzusuchen. Dies Pole liegen im nichtentarteten
Fall wieder auf der bereits konstruierten polaren Geraden. { Wenn B nicht entartet
ist, ist jeder Punkt Pol zu einer Geraden, die nun seinePolare hei�t: p[Q] = AQ,
und AB = E. Im Entartungsfalle (det B = 0) ist auch A entartet (det A = 0 und
AB = 0). Dann bestimmen sich A und B wechselseitignur noch unvollst•andig.

Wir haben folgendeF•alle zu entscheiden:

1. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt ist reell und nicht entartet. Im
Dreidimensionalen hei�t das, wir k•onnen die Quadrik durch eine Kugel dar-
stellen, die unsereZeichenebeneschneidet. Statt der Kugel k•onnten wir auch
ein Ellipsoid oder ein Hyperboloid nehmen,f•ur die projektiv en Beziehungenist
das ohne Wirkung. Die Polarit •at l•a�t sich durch eine reelle Konstruktion mit
dem reellenKegelschnitt herstellen,und der R•uckgri� auf den dreidimensiona-
len Raum nicht unmittelbar erforderlich. Allerdings hat der reelleKegelschnitt
die Eigenschaft, Punkte und Geraden in invariante Untermengeneinzuteilen.
Das sind die Transitivit •atsgebiete, die wir schon oft beschrieben haben. Es
ergeben sich drei Unterf•alle.

(a) Wir w•ahlen die Geraden als Erzeugendensystem,die den Kegelschnitt
schneiden, und k•onnen dann die Punkte im Innern desKegelschnitts er-
zeugen.Wir erhalten so das Kleinsche Modell der nichteuklidischen Geo-
metrie (Lobachevski-Geometrie)

(b) Wir w•ahlen die Geraden als Erzeugendensystem,die den Kegelschnitt
schneiden, und die Punkte im Au�engebiet desKegelschnitts. Wir erhal-
ten dann das Modell der deSitter-Geometrie. Zeitartige Geraden schnei-
den den Kegelschnitt, raumartige Geradenmeiden ihn.

(c) Wir w•ahlen die Geraden als Erzeugendensystem,die den Kegelschnitt
nicht schneiden, und die Punkte im Au�engebiet desKegelschnitts. Wir

2Das liegt daran, da� der dreidimensionale projektiv e Raum durch den vierdimensionalen homo-
genenRaum dargestellt werden mu�, in dem die Geradenh nicht mehr durch eine lineare Gleichung,
sondern durch zwei dargestellt werden, denen die Form

hik xk = 0

mit einer antisymmetrisc hen Koe�zien tenmatrix h ik gegeben werden kann. Mit dem vierstelligen
Permutationssymbol � ik lm (numerisch gleich mit � ik lm und der Reziprozit •at � ik lm � ik r s = 2(� r

l � s
m �

� r
m � s

l )) kann eine Gerade durch zwei Punkte Q und R mit dem Koe�zien tenschema h ik [Q; R] =
� ik lm Ql Rm dargestellt werden. Die Schnittgerade zweier Ebenen� und � ist h ik [�; � ] = � i � k � � k � i .
Unterstellen wir die Polarit •at � = � [Q] und � = � [R] �nden wir durch Einsetzen f•ur j = p[h] die
Formel

j ik = (A �
ir A �

k s � lmr s ) hlm :
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erhalten dann das Modell der Anti-deSitter-Geometrie. Zeitartige Gera-
den meiden den Kegelschnitt, raumartige Geradenschneiden ihn.

Jedesmal erhalten wir modi�zierte metrische Beziehungen. Die Quadrik im
dreidimensionalenRaum k•onnte auch entartet sein,wenn sienur einenichtent-
artete Schnittkurv e hat, also etwa ein normaler Kegel, der nicht im Zentrum
geschnitten wird. In Kapitel 7 haben wir die Lobachevski-Geometriegeradeso
eingef•uhrt.

2. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt ist nicht reell, aber auch nicht ent-
artet. DiesenFall stellen wir reell im dreidimensionalenprojektiv en Raum dar,
indem wir dort eineQuadrik w•ahlen,die die Zeichenebenenicht schneidet. Wir
erhalten dann das Modell der elliptischen (sph•arischen) Geometrie.

3. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt hat nur einen reellen Punkt P.
DiesenFall stellenwir reell im dreidimensionalenprojektiv en Raum dar, indem
wir dort eineQuadrik w•ahlen,die die Zeichenebeneber•uhrt. Wir erhalten dann
das Modell der antieuklidischen Geometrie.Wie im ersten Fall kann auch hier
die Quadrik in bestimmter Form entartet sein:Der Punkt k•onnte dasZentrum
einesDoppelkegelssein. Der Punkt P wird Pol aller Geradender Ebene,und
alle Polaren gehen durch diesen Pol. Im Polarenb•uschel ist eine Involution
de�niert, die keine Fixstrahlen hat.

4. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt ist zu einem reellen Punktepaar
entartet. Wir erhalten dann das Modell der pseudoeuklidischen Geometrie
(Mink owski-Geometrie). Alle Punkte haben einegemeinsamePolare, die Fern-
geradein der cartesischen Darstellung. Alle Pole liegenauf dieserPolaren, auf
der eineInvolution de�niert ist, die zwei Fixpunkte hat: die reellenPunkte des
de�nierenden Kegelschnitts.

5. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt ist zu einem Punktepaar entartet,
das nicht reell ist, das aber eine reelle Verbindung hat. Wir erhalten dann
das Modell der euklidischen Geometrie. Alle Punkte haben eine gemeinsame
Polare, die Ferngerade in der cartesischen Darstellung. Alle Pole liegen auf
dieserPolaren, auf der eineInvolution de�niert ist, die keinereellenFixpunkte
hat.

6. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt ist zu einem reellen Doppelpunkt
entartet, das hei�t, er hat dort auch eine reelle Tangente. Wir erhalten dann
das Modell der Galilei-Geometrie. Alle Punkte haben eine gemeinsamePola-
re, die Ferngeradein der cartesischen Darstellung. Alle Geradenhaben einen
gemeinsamenPol, den reellen Punkt desKegelschnitts.

7. Der die Polarit •at de�nierende Kegelschnitt ist zu einem reellen Geradenpaar
entartet. Alle GeradenhabeneinengemeinsamenPol, denSchnittpunkt, durch
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den alle Polaren gehen.Im Polarenb•uschel ist eineInvolution de�niert, die zwei
Fixstrahlen hat, n•amlich das Geradenpaar(Anti-Mink owski-Geometrie).

Wir wollen nun diese neun F•alle formalisieren. Dazu legen wir das Zentrum
der Quadrik zun•achst in den Punkt [x; y; z; t] = [0; 0; 1; 1]. Damit lassensich alle
besprochen F•alle darstellen bis auf einen:wenn der Schnitt mit der Ebenez = 0 ein
Geradenpaarsein soll. Dieser Fall ist nur mit einem Zentrum [x; y; z; t] = [0; 0; 0; 1]
zu behandeln.Wir schreiben also zun•achst

A � =

0

B
B
B
@

1
a2 0 0 0
0 1

b2 0 0
0 0 1

c2 � 1
c2

0 0 � 1
c2 � 1 + 1

c2

1

C
C
C
A

; detA = �
1

a2b2c2

und

B� =

0

B
B
B
@

a2 0 0 0
0 b2 0 0
0 0 c2 � 1 � 1
0 0 � 1 � 1

1

C
C
C
A

:

In der Zeichenebeneentstehen die Ausdr•ucke

A =

0

B
@

1
a2 0 0
0 1

b2 0
0 0 � 1 + 1

c2

1

C
A /

0

B
@

b2c2 0 0
0 a2c2 0
0 0 a2b2(1 � c2)

1

C
A

und

B =

0

B
@

a2(� 1 + 1
c2 ) 0 0

0 b2(� 1 + 1
c2 ) 0

0 0 1

1

C
A /

0

B
@

a2(1 � c2) 0 0
0 b2(1 � c2) 0
0 0 c2

1

C
A :

Wenn A � eine Kugel ist, a = b = c, und diese die Ebene schneidet, c > 1,
entstehen inde�nite Matrizen A und B, die (bis auf den in homogenenKoordinaten
immer freien Faktor) zueinanderinverssind: AB / E. Schneidet die Kugel die Ebene
nicht, c < 1, sind A und B beide de�nit. Ber•uhrt die Kugel die Ebene,c = 1, hat B
nur noch den Rang 1 und A den Rang 2.

Nun betrachten wir den Grenzfall a = c = 1, aber b ! 0. Die Kugel wird also
plattgedr •uckt. Wichtig ist, da� die Ebene, auf die das geschieht, die Zeichenebene
schneidet. Andernfalls ergibt sich auch in der Grenzenur der bereits gesehenezweite
Fall. Die Kugel wird also ein Diskus. Ist c < 1, schneidet er die Ebene nicht, und
wir erhalten A vom Rang 1 und B vom Rang 2 und semide�nit. Ist c > 1, schneidet
er die Ebene l•angs einer von 2 reellen Punkten begrenztenStrecke. A bleibt vom
Rang 1, B vom Rang 2, aber B ist nun inde�nit. Ber•uhrt der Diskus die Ebene,
c = 1, sind A und B vom Rang 1. In allen drei F•allen ist die Geradey = 0 durch A



222 ANHANG E. DIE METRISCHE EBENE

de�niert: Es ist dasBild der Ferngeradender euklidischenGeometrie,der Minkowski-
Geometrie und der Galilei-Geometrie. Danach bleibt nur noch ein Fall •ubrig. Wir
setzen im dreidimensionalen Raum einen Kegel an, dessenAchse in der Zeichen-
ebene liegt. Dazu ersetzenwir in den Formeln (E.1) und (E.2) b2 durch � b2, um
den Vorzeichenwechsel desKoe�zien ten anzuzeigen,und lassend2 gegenUnendlich
gehen.Es ergeben sich nun die Formeln

A =

0

B
@

1
a2 0 0
0 � 1

b2 0
0 0 � 1

d2

1

C
A /

0

B
@

b2 0 0
0 � a2 0
0 0 � a2b2

d2

1

C
A !

0

B
@

b2 0 0
0 � a2 0
0 0 0

1

C
A

und

B =

0

B
@

a2 0 0
0 � b2 0
0 0 � d2

1

C
A /

0

B
@

� a2

d2 0 0
0 b2

d2 0
0 0 1

1

C
A !

0

B
@

0 0 0
0 0 0
0 0 1

1

C
A :

Denken wir an die Dualit •at zwischen Geraden und Punkten in der projektiv en
Geometrie, entspricht der Vertauschung beider die Vertauschung der Rollen von A
und B. In diesemSinne rechtfertigen sich die Bezeichnungen f•ur die antieuklidische,
die anti-Mink owskische, die Anti-Lobachevski-Geometrie.

Wir schlie�en mit der Betrachtung des Sinussatzesund zeigenihn am Beispiel
der Dreiecke aus zeitartigen Geraden in der deSitter-Geometrie (Abb. 7.24). Diese
wird auf die (Pseudo-)Kugel im Dreidimensionalengezeichnet, damit alle Bewegun-
gen der Geometrie (Pseudo-)Drehungen werden. Die Transformationsmatrizen im
Dreidimensionalen haben dann die Determinante 1, und das Spatprodukt dreier
Ortsvektoren [ ~OA; ~OB ; ~OC] ist invariant. { Wir w•ahlen nun den •Aquator so,da� er
den Punkt A passiert und da� B auf dem Meridian durch A liegt (Abb. E.1). Wir
zeichnen den Tangential-Einheitsv ektor ~AT AB bei A in Richtung B und �nden eine
Komponentenzerlegung

~OB = ~OA �[ c] + ~AT AB �[ c] ; d:h:; ~OB � = ~OA + ~AT AB �[ c] ;

wobei c der Zentralwink el, also die L•angeder Geod•ate AB ist. Der Meridianschnitt
ist hier eine pseudoeuklidischeEbene, deshalb ist �[ c] = cosh c und �[ c] = sinh c.
DieseAufspaltung enth •alt nur invariant beschriebeneSt•ucke, ist alsoselbstinvariant
(d.h., unabh•angig von der speziell gew•ahlten Lage der Strecke AB ). Wir k•onnen
deshalb allgemein auch ~OC � = ~OA + ~AT AC �[ b] setzen. { Wir werten nun das
Spatprodukt [ ~OA; ~OB ; ~OC] aus.Es ist gleich demzweifachen Volumender Pyramide
OAB C. Die ist aber volumengleich der Pyramide OAB � C � , weil sich beim Ersetzen
von B durch B � und von C durch C � die Grund
 •ache OAB = OAB � und die
H•ohe C � G nicht •andern. Nun ist AB � = �[ c] und AC � = �[ b]. Wir setzenC � G =
AC � �[ � ]. In unseremFalle ist auch die Tangentialebene pseudoeuklidisch, es gilt
deshalb �[ � ] = sinh � . Wir �nden

[ ~OA; ~OB; ~OC] = 2 �[ b] �[ c] �[ � ]
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Abbildung E.1: Die charakteristischen
Funktionen. I.
Wir sehendas aufgeschnittene Hyperboloid
des Radius 1 mit einer Tangentialebene im
Punkte A. Die Seite c = AB des Dreiecks
� AB C liegt im Meridian. ATAB und ATAC

sind Einheitsvektoren in der Tangentialebe-
ne. Es gilt hier AC � = sinh b, AB � = sinh c
und C � G=AC � = sinh � .

Abbildung E.2: Die charakteristischen
Funktionen. I I.
Wir werten das Dreieck � AB � C � in der
Tangentialebene aus. Das Volumen der
Pyramide OAB � C � ist durch 2V � =
[ ~OA; ~OB � ; ~OC � ] = sinh b sinh c sinh � ge-
geben.

Sind alle drei Seiten des Dreiecks zeitartig, kann wieder wegen der Invarianz des
Spatprodukts jeder der drei Punkte einesDreiecks als Bezugspunktgew•ahlt werden,
und esgilt zyklisch �[ b] �[ c] �[ � ] = �[ c] �[ a] �[ � ] = �[ a] �[ b] �[ 
 ] oder

�[ a] : �[ b] : �[ c] = �[ � ] : �[ � ] : �[ 
 ] : (E.3)

Sehenwir die neun Geometrien als solche Zentralpro jektionen an, dann unterschei-
densiesich je nach Charakter der Meridianebenenund der Tangentialebenen.Bei po-
sitiver Kr •ummung der Geometrieder Ober
 •ache sind die Meridianebeneneuklidisch
(�[ a] = sina, Abb. 7.17), bei negativer Kr •ummung pseudoeuklidisch (�[ a] = sinh a,
Abb. 7.19), ohne Kr •ummung sind sie Galileisch (�[ a] = a). Die Tangentialebenen
sind euklidisch (�[ � ] = sin � ) f•ur die Geometrien mit gew•ohnlicher Dreiecksunglei-
chung (Abb. 7.8, 7.9), sie sind pseudoeuklidisch (�[ � ] = sinh � ) f •ur die antihyper-
bolische (Abb. 7.27), die Minkowski- und die deSitter-Geometrie (Abb. 7.25), sie
sind Galileisch (�[ � ] = � ) f•ur die antieuklidische, die anti-Mink owskische und die
Galilei-Geometrie. Die Funktion �[ r ] beschreibt die Abh •angigkeit desBogenseines
Kreissektors vom Winkel: Ist r die L•ange des Radius, so ist der Bogen b = � �[ r ].
Die Funktion �[ � ] beschreibt die Abh•angigkeit desSinus s (d.h. der L•angedesLo-
tes vom Startpunkt desBogensauf den anderenSchenkel desSektors) vom Bogen,
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Tabelle E.1: Tabelle der Signaturen der neun Geometrien der Ebene

�[ a] = sin a �[ a] = a �[ a] = sinh a

�[ � ] =sin �
Kugel

B = + + +
A = + + +

Euklid
B = 0 + +
A = + 0 0

Lobachevski
B = � + +
A = � + +

�[ � ] = �
Anti-Euklid
B = 0 0 +

A = + + 0

Galilei
B = 0 0 +
A = + 0 0

Anti-Mink owski
B = 0 0 +

A = � + 0

�[ � ] =sinh �
Anti-Lobachevski

B = � � +
A = + + �

Minkowski
B = 0 + �
A = + 0 0

DeSitter
B = + � +
A = � + �

s = �[ r ]�[ � ]. Sowie je nach Charakter der Meridionalebenen�[ a] gleich sina, a und
sinha sein kann, �nden wir auch �[ � ] gleich sin � , � und sinh � je nach Charakter
der Tangentialebenen.Es ergibt sich die Tabelle E.1.

E.2 Die Metrik

Die Metrik der metrisch-projektiv en Ebenegestattet die Darstellung desAbstands
zweier Punkte in der geschlossenenForm

d[A; B ] =
1
2

ln D[A; B ; K 1[A � B ]; K 2[A � B ]] ; (E.4)

wobei K 1 und K 2 die Schnittpunkte der VerbindungsgeradenAB mit dem absoluten
Kegelschnitt sind. F•ur den Winkel gilt entsprechend

� [g; h] =
1
2

ln D[g; h; k1[g � h]; k2[g � h]] :

Die Metrik entartet, wenn K 1 ! K 2. Dann bleibt in der ersten Ordnung

K 2 = K 1 + "V ! D[A; B ; K 1; K 1 + "V ] = 1 + "(
B V
B K 1

�
AV
AK 1

)

•ubrig. Falls hier K 1 die Koordinate 1 bekommt, wird die Entfernung zur Koordi-
natendi�erenz auf der Geraden.
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Wir konstruieren nun die Metrik der Geometrien, die in den vorangegangenen
Kapiteln untersucht worden sind. Sie scha�en insbesondereden Anschlu� an die
Betrachtungen der Kosmologie, die sich im allgemeinen auf eine solche metrische
Darstellung st•utzen. { In der zweidimensionaleneuklidischen Ebenegilt in cartesi-
schen Koordinaten

ds2 = dx2 + dy2 und ds2 = dx2 + dy2 + dz2

im dreidimensionaleneuklidischen Raum. Substituieren wir Polarkoordinaten in der
Ebene(x = r cos' , y = r sin ' ), entsteht

ds2 = dr 2 + r 2d' 2 : (E.5)

Substituieren wir Kugelkoordinaten im Raum (x = r sin � cos' , y = r sin � sin ' ,
z = r cos� ), �nden wir

ds2 = dr 2 + r 2(d� 2 + sin2 � d' 2) : (E.6)

Der Teil in der Klammer beschreibt, was wir auf der Kugel
 •ache vor�nden. Wir
sehenalso, da� im Vergleich mit (E.5) der Ausdruck

ds2 = d� 2 + sin2 � d' 2 : (E.7)

das Linienelement einer homogenpositiv gekr•ummten Fl•ache ist.
In der dreidimensionalenMinkowski-Welt gilt in cartesischen Koordinaten

ds2 = c2dt2 � dx2 � dy2 :

F•uhren wir hier neben den Polarkoordinaten auch noch die kosmologische Zeit ein
(dann haben wir das •Aquivalent der Kugelkoordinaten), �nden wir

t = � cosh[� ] ; r = � sinh[� ] ; ds2 = c2d� 2 � (c� )2(d� 2 + sinh2[� ]d' 2) :

Entfernungen vom Punkt � = 0, die durch eine feste Koordinate � markiert sind,
werdenmit der Zeit immer gr•o�er. Das Linienelement beschreibt Milnes Explosions-
kosmos(Abb. 7.19). Der Teil in der Klammer,

ds2 = d� 2 + sinh2[� ]d' 2 ;

beschreibt eine homogennegativ gekr•ummte Fl•ache. Ersetzen wir die Winkelkoor-
dinate ' der Kreise um den gew•ahlten Ursprung der Ebenedurch die Koordinaten
(� ; ' ) der Kugeln um den Bezugspunkt im Raum, entsteht das Schema

ds2 = d� 2 +

0

B
@

sin2 �
� 2

sinh2 �

1

C
A (d� 2 + sin2 � d' 2)

0

B
@

f•ur positive Kr •ummung
f•ur Kr •ummung Null
f•ur negative Kr •ummung

1

C
A
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f•ur das Linienelement homogenerR•aume.
Ein kosmologischesModell ist nun eineWelt, die man als homogenenRaum mit

zeitlich variablem Ma� konzipiert. Das Linienelement der Welt lautet dann3

ds2 = c2dt2 � a2[t ](d� 2 + r 2[� ](d� 2 + sin2 � d' 2)) :

Die Funktion r [� ] kann dabei sin � (R•aume positiver Kr •ummung), � selbst (un-
gekr•ummte R•aume) oder sinh� (R•aume negativer Kr •ummung) sein. Die Funktion
a[t], der Expansionsparameter,beschreibt die zeitliche Variabilit •at des r•aumlichen
Ma�es (verglichen mit dem Zeitablauf). Die relative •Anderung von a,

H =
1
a

da[t]
dt

;

hei�t Expansionsrate.Die Einsteinschen Gleichungen der Allgemeinen Relativit •ats-
theorie reduzierensich auf die Friedmann-Gleichung,

H 2 +
kc2

a2
= �

c2

3
+

8� G

3
%: (E.8)

Hier ist k das Vorzeichen der Kr •ummung, � die kosmologische Konstante und %die
(mittlere) Massendichte.

Die Kosmen des Kapitels 7 sind die leeren Friedmann-Kosmen (% = 0). Die
Minkowski-Welt zeigt einen Raum der Kr •ummung Null ohne Expansion (k = � =
H = 0). Der Milne-Kosmos (Abb. 7.18) ist ein Raum negativer Kr •ummung in li-
nearer Expansion, k = � 1, � = 0. Er entsteht aus der Minkowski-Welt durch eine
andereWahl und Interpretation der Koordinaten, hat aber dieselbeabstrakte Metrik.
Der deSitter-Kosmosist die Ober
 •ache einerPseudokugel.Je nach Koordinatenwahl
kann er als ungekr•ummter exponentiell expandierenderRaum (Abb. 7.20) mit dem
Linienelement

ds2 = c2dt2 � a2
0 exp[2H0t ](d� 2 + � 2(d� 2 + sin2 � d' 2)) ;

als positiv gekr•ummter kontrahierender und expandierenderRaum (Abb. 7.22) mit
dem Linienelement

ds2 = c2dt2 � a2
0 cosh2[H0t ](d� 2 + sin2[� ](d� 2 + sin2 � d' 2))

oder als negativ gekr•ummter explodierender Raum (Abb. 7.24) mit dem Linienele-
ment

ds2 = c2dt2 � a2
0 sinh2[H0t ](d� 2 + sinh2[� ](d� 2 + sin2 � d' 2))

angesehenwerden. Bei anderer Wahl der zeitartigen Richtung entsteht der Anti-
deSitter-Kosmos(Abb. 7.26) mit dem Linienelement

ds2 = c2dt2 � a2
0 cos2[H0t ](d� 2 + sinh2[� ](d� 2 + sin2 � d' 2)) ;

3Diese Form des Linienelements hei�t Robertson-Walker-Linienelement oder auch Friedmann-
Robertson-Walker-Linienelement, die Modelle Friedmann-Kosmen.
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ein Raum negativer Kr •ummung, der sich aufbl•aht und wieder in sich zusam-
menst•urzt.

Wir beendenden Anhang mit der Ableitung der Metrik ausdem Doppelverh•alt-
nis. Das Linienelement der metrisch-projektiv en Ebene erhalten wir als di�eren ti-
elle Form der Formel (E.4). Liegen A und B dicht beieinander, so ist das Doppel-
verh•altnis nahe Eins, der Logarithmus naheNull. Zun•achst aber bestimmenwir die
Schnittpunkte K m in der Form K m = P + � mQ. Die Koe�zien ten � m gen•ugen der
Gleichung

0 = hK m ; AK m i = hP; APi + 2� m hP; AQi + � 2
mhQ; AQi :

Wir �nden also

� 1 + � 2 = � 2
hP; AQi
hQ; AQi

; � 1� 2 =
hP; APi
hQ; AQi

;

� 1 � � 2 = 2

p
hP; AQi 2 � hP; APihQ; AQi

hQ; AQi
: (E.9)

Nun l•osenwir

D[P; Q; K 1; K 2] =
[S;P; K 1]
[S;P; K 2]

[S;Q; K 2]
[S;Q; K 1]

=
� 1

� 2
:

Ist nun Q dicht bei P, Q = P + dP, so ist � 1 nur wenig von � 2 verschieden,
� 2 = � 1 + O[dP], und wir k•onnen

d[P; Q] =
1
2

ln jD [P; Q; K 1; K 2]j =
1
2

j� 1 � � 2j + O2[dP] :

schreiben. Wegender Viet�aschen Wurzels•atze (E.9) ergibt das

d[P; Q] =

s

j1 �
hP; AQi 2j

hP; APihQ; AQi
+ O2[dP] =

q
j1 � cos2 d[P; Q]j + O2[dP] :

Diesenletzten Ausdruck erh•alt man direkt bei der Betrachtung der Kugel und deren
Verallgemeinerung:Die Distanz zwischen zwei Punkten auf der gew•ohnlichen Kugel
ist in Strahlkoordinaten durch

cosd[Q; P] =
hQ; APi

p
hQ; AQihP; APi

; A =

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A (E.10)

gegeben. Auf der Pseudokugelist A entsprechend zu ver•andern. Dar•uberhinaus ist
unter Umst•andender Kosinus durch seinenhyperbolischen Partner zu ersetzen.Wir
merken an, da� die Formel (E.10), so wie wir sie geschrieben haben, homogenist:
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Q, P und A k•onnen durch Vielfache ersetzt werden, ohne da� sich das Ergebnis
ver•andert.

d2[P; Q] � 1 � cos2 d[P; Q] = 1 �
hP; AQi 2

hP; APihQ; AQi
=

h(P � Q); (AP � AQ)i
hP; APihQ; AQi

:

Um die di�eren tielle Form zu �nden, schreiben wir Q = P + dP und beachten, da�
(AP � AQ) / B[P � Q] ist. Wir erhalten

ds2 =
h(P � dP); (AP � AdP)i

hP; APi 2

/
h(P � dP); B(P � dP)i

hP; APihP; APi
=

B mn � mij P i dP j � nk lP kdP l

(A ik P i P k )2 : (E.11)

Ist P = [x; y; 1], dP = [dx; dy; 0], und liegen B und A in einer Normalform mit
Diagonalelementen 0; 1 oder � 1 vor, so geht dieserAusdruck in die bekannten Nor-
malformen der Metrik homogenerEbenen •uber. So erhalten wir f•ur die elliptische
Geometrie die Formel

B =

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

C
A ! ds2 =

dx2 + dy2 + (xdy � ydx)2

(1 + x2 + y2)2 ;

f•ur die Lobachevski-Geometrie

B =

0

B
@

1 0 0
0 1 0
0 0 � 1

1

C
A ! ds2 =

dx2 + dy2 � (xdy � ydx)2

(1 � x2 � y2)2 ;

und f•ur die DeSitter-Geometrie

B =

0

B
@

� 1 0 0
0 1 0
0 0 � 1

1

C
A ! ds2 =

� dx2 + dy2 � (xdy � ydx)2

(1 + x2 � y2)2 ;

f•ur die Anti-deSitter-Geometrie

B =

0

B
@

1 0 0
0 � 1 0
0 0 1

1

C
A ! ds2 =

dx2 � dy2 + (xdy � ydx)2

(1 + x2 � y2)2 :

Die anderenGeometrien ergeben die einfacheren F•alle.


