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Es ist die Krummung der Raum-Zeit-Union,
die das Schweefeld bescheibt, nicht allein die
Krummung des Raums. Aufbauend auf der Darstel-
lung der Kr ummung von Flache und Raum wird die
gekmmmte Raum-Zeit vorgestelt und veranschau-
licht.

1. Die Nordric htung

Sind die Nordrichtungen in Berlin und Tokyo
gleich oder versdieden?Das hangt von der Prozedur
desVergleichs ab. Vergleichenwir die Nordrichtungen
am Pol, sind sie versdieden, vergleichen wir sie am
Aquator, sdheinen sie gleich (Abb. 1). Die Erdober-

ache ist keine Ebene, sieist gekrammt. Betrachten
wir die Erdkugel als Gebilde im Raum, und verglei-
chenwir die Richtungen auf der Kugel achewie Rich-
tungen im Raum, sind sie versdiieden. Den Vergleich
von Richtungen im Razum halten wir fur problemlos.
Was aber, wenn der Raum auch gekreammt ist? Was
heit Krummung desRaums eberhaupt?

Es war C.F.Gau, dessenTodestag sich heuer
zum 150. Male jahrt, der entdeckt hat, dass man
die dritte Dimension nicht braucht, um etwas uber
die Kremmung herauszu nden. Wir werden uns das
gleich ansehen. Gau' Entdeckung ist deshalb so
wichtig, weil sein Konzept auf Raume von drei und
mehr Dimensionen wbertragen werden kann, ohne
dasswir unsfer dieseRaumeeine Einbettung in noch
hehere Dimensionen ausdenlen meissen. Die Gau -
sche innere  Kr ummung kann man ohne weiteres auf
dreidimensionale Raume und vierdimensionale Wel-
ten anwenden,wie das Riemann auch getan und Ein-
stein benutzt hat.

Alles hangt am Richtungsvergleich ohne Reck-
gri auf einevermutet unproblematische Einbettung.
Wir benetigen eineProzedur desRichtungsvergleics,

Abbildung 1: Wink elsummeund Richtungsvergleich

Wenn wir ein Dreieck aus zwei Meridianen und dem
Aquator betrachten, stehen die Meridiane auf dem
Aquator senkredit. An zwei Punkten B und S sind die
Nordric htungen eingezeitnet. Verscieben wir sie an
den Pol, erscheinen sie verscieden. Verscieben wir sie
zum Aquator und auch um den Aquator, ersdeinen sie
gleich.

zunachst fur die Kugel ache, die sich nicht auf den
Raum beruft, damit wir sie dann auf hehere Dimen-
sionenanwendenkennen. DieseProzedur ist der Par-
alleltransport, wie er auf gekrammten Flachen von
dem chinesistie Kompasswagen[2] realisiert wird. Ei-
ne Richtung wird langseiner Geodaten parallel trans-
portiert, wennihr Winkel zur Geodaten unverandert
bleibt. Wir werden uns das gleich ansehen.Unser
Ziel ist es, die Krammung auch der (vierdimensio-
nalen) Union von Raum und Zeit (H.Mink owski hat
sie Welt genanrt) zu veransdaulichen. Wir werden
sehen,dassdie Richtungen in einer Welt Gesdwin-
digkeiten darstellen und ihr Unterschied Relativge-
schwindigkeiten. Der Paralleltransport von Richtun-
gen (Gesdwindigkeiten) durch eine Welt wird die
Feststellung von Relativgeschwindigkeiten auch weit
voneinanderentfernter Objekte ermeglichen.

Die Kremmung der Welt ist Gegenstandder All-
gemeinenRelativit atstheorie. Die in diesem Zusam-
menhang oft zitierte Krummung des Raums ist eine
untergeordnete Komponerte dieser Kr ummung und
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Abbildung 2: Paralleltransport um ein geadatisches
Viereck auf der Kugel

Das Viereck besteht aus dem Aquator, zwei Meridianen
und einer vierten Geodate, die auch ein Gro kreisb ogen
ist. Die Wink el bei B, C und D sich rechte Wink el. Die
Nordrichtung bei A ist nach Transport mber B und C
nach D immer noch Nordric htung, aber nicht mehr nach
dem Transport von D zureck nach A.

liefert etwa fur die Planetenbewegungnur minimale
E ekte. Wasdie Planeten auf ihre Bahn zwingt, sind
die Krammungskomponerten, die die Zeit einsdlie-
en. UnserZiel wird essein,dieseKr ummung genauer
anzusehen,bis wir den Vergleich von Geshwindig-
keiten mber kosmisde Entfernungen{ bis hinter den
Horizont { durchfehren kennen.

2. Ric htungsv ergleic h

Wir orientieren uns hier an der Kugel ache.Wenn
wir unserefer die Flache gewonnenenErgebnisseauf
Reaume und Welten anwenden oder verallgemeinern
wollen, dann derfen wir uns bei der Untersuchung
der Flachen geradenic ht auf den dreidimensionalen
Raum und die Lage im Raum berufen. Das haben
wir uns schon eberlegt. Wir messeneinen Parallel-
transport nden und nehmen den einfachsten: Ent-
lang einer Geodaten halten wir eineRichtung fest, in-
demwir ihren Wink el zum geadatischen Wegfesthal-
ten. Sehenwir uns das am Kugeldreiedk von Abb. 1

Abbildung 3: Mercator-Pro jektion der Erdkugel

Der Ma stab der Breitengrade hangt vom Breitengrad

selbstab. Der wirklic he Abstand zwischen zwei Meridia-

nen nimmt { andersals auf der Karte { zu den Polen hin

ab. Ist der Ma stab auf den Meridianen sogewahlt, dass
die Wink el an jedem Punkt der Karte mit den Wink eln
auf dem Globus ebereinstimmen, kann ein Kapit an mit

dem Lineal die Kompassrichtung bestimmen, die ihn bei
festem Kurs (d.h. auf einer Loxodromen) von Hafen zu
Hafen fuhrt.

an. Die Meridiane sind Geodaten und wir kennen
die Nordrichtung desMeridians den Meridian entlang
verscieben. Die Nordrichtungen kennen sovohl am
Nordpol alsauch am Aquator verglichenwerden.Ver-
gleichenwir die Nordrichtungen am Aquator, sind sie
gleich, tun wir dasam Nordpol, sind sie versdieden.
O ensichtlich hangt das auch mit der Wink elsumme
im Dreiedk zusammen.Hier hat eszwei rechte Winkel
(am Aquator) und noch einen am Pol. Die Summe
ist gre er als zwei Rechte. Der Winkel einer Rich-
tung mit sich selbstnach einemUmlauf ist geradeso
gro, wie die Winkelsummeim Dreied den gestred-
ten Winkel ubersteigt. Der Vergleich von Richtun-
gen hangt auf gekrammten Flachen, in gekremmten
Reaumen und Welten von dem Weg ab, der den Ver-
gleich vermittelt.

Bei Fahrt um eine gestlosseneKurv e stellt sich
also heraus, ob die Flache gekrammt ist: Die trans-
portierte Richtung ist dann nicht mehr die Ausgangs-
richtung, sie ist verdreht. Dabei hangt die Drehung
nicht von der gewahlten Ausgangsriditung ab. Siebe-
trit die Tangertialebene als Ganzes.Die Drehung,
bezogenauf die umfahrene Flache, ist dasuniverselle
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Abbildung 4: Mercator-Projektion der Geodaten

Von den geradenLinien in der Mercator-Pro jektion sind
nur die Meridiane und der Aquator Geodaten. Die Brei-
tenkreise sind es nicht. Kurv en, die in hehere Breiten
ausweichen, kennen kurzer werden. Wir zeichnen ei-
ne Geodatensdar, deren maximale Breite auf einem
gewmhlten Meridian liegt. Alle anderen Geodaten erhalt
man wegen der Rotationssymmetrie durch horizonale
Versciebung der gezeihineten Geodaten. In der Abbil-
dung ist ein Viereck eingezeitinet, an dem wir wieder
unmittelbar sehenkennen, dass es drei rechte Wink el
hat, der vierte (bei A) jedoch gre er als ein rechter Win-
kel ist.

Ma der Krummung. Abbildung 2 zeigt den Parallel-
transport um ein Geadatenviered auf der Kugel, wie
wir ihn im Folgendenvariieren werden. Das Viereck
hat drei rechte Winkel, der vierte aber ist gre er. Sei-
ne Di erenz zum rechten Winkel ist geradedie Dre-
hung, die die Nordrichtung in A erfahrt, wenn man
sie parallel um das Viereck AB CD herumfehrt. Da-
mit ist die Kremmung auch in heherdimensionalen
Raumen und Welten de niert, auch wenn sie dort
je nach Orientierung der umfahrenen Flachenstecke
versthiedeneKomponerten hat.

Grundsatz: Die Kr emmung erweist sich
beim Paralleltransp ort von Ric htungen um ge-
schlossene Kurv en als Dreh ung.

Wenn wir uns nun von der verfuhrerischen An-
schauung der Kugel ache im Raum lesen wollen,
zeichnen wir eine Karte der Kugel ache auf einem
ebenen Blatt Papier. Von der Erdober ache gibt es

Abbildung 5: Registrierstreifen einesRadiometers

Die Bewegung der Nadeln ist als Spur dargestellt. Die-
sesPrinzip sehenwir im Orts-Zeit-Diagramm, wo eine
Richtung die Zeit und die andere die Position darstellt.
Nun denken wir uns statt der Nadeln Objekte die sich
durch den Raum bewegen, speziell die Galaxien und ih-
re Expansionsbewegung.

die verstiedenstenDarstellungen. Eine ist fur unse-
re Zwedke besondersgeeignet. Es ist die Mercator-
Projektion. Sie zeichnet sich durch Winkeltreue aus,
die mit Verzerrungenbezahlt werden muss. Schauen
wir uns daszunachst fur die Mercator-Pro jektion der
Erdkugel an (Abb. 3). Meridiane und Breitenkreise
werden als geradelLinien dargestellt. Mercators Idee
war, auch den Ma stab der Meridiane selbst so zu
andern, dassdie Winkel an jedem Punkt der Karte
mit den Winkeln auf dem Globus ebereinstimmen.
Die Geodaten (Gro kreise) allerdings sind in dieser
Karte keine Geraden(Abb. 4).

3. Die Welt

Nun kommenwir zum Gegenstandder Allgemei-
nen Relativit atstheorie, der Krummung der Union
von Raum und Zeit (der Welt). Diese Kr ummung,
nicht etwa die des Raums, modelliert das Schwere-
feld. Hier wollen wir uns nur ansehen,wie sich die-
se Kremmung darstellt. Dazu mussenwir zuerst die
Raum-Zeit-Union selbst darstellen, und wir tun dies
in Form einer Karte, so wie wir die Erdkugel auch
als ebene Karte darstellen kennen. Sicher hat nun
auf der Karte nur noch eine Raumdimension Platz,
da die zweite Richtung die Zeit darstellen muss.Eine
solche Karte ist eine Art Registrierstreifen (Abb. 5),



Abbildung 6: Die Konstruktion der Spiegelungauf
dem Registrierstreifen

Wir konstruieren auf einem Registrierstreifen, der hier
nach unten gezogenwird, die Spuren eines Baumes T
und zweier Wagen R und S, die beide zu gleicher Zeit
O am Baum T vorbeigefahren sind. Die Gesdwindig-
keit der Wagen zum Baum sind TS=0T bzw. TR=0T.
Die Spuren werden als spiegelsymmetrische Situation
dargestellt, wobei die Spiegelung nach Einsteins Axi-
om "Lichtgeschwindigkeit bleibt Lichtgeschwindigkeit'
konstruiert wird und OS die Gerade ist, an der OT
gespiegelt wird. Das Spiegelbild der Richtung DA st
also DB die Spiegelungder Richtung AC ist BC. Da-
her ist OB das Spiegelbild von OA. Die Strecke AB
ist zu sich selbst symmetrisch. Sie kennzeitnet die Lo-
tric htung auf OC. Die Standardkonstruktion einesLo-
tes nutzt soldh ein Parallelogramm aus Lichtspuren (ein
Lic hteck). Die Diagonalen einesLichtecks sind lotrecht
zueinander.

ein Orts-Zeit-Diagramm.

Die geometrishen Zusammentange auf dem Re-
gistrierstreifen sind ein besondereKapitel (die spe-
zielle Relativit atstheorie [1, 3]). Sie werden mit den
Strategien der gewohnten Geometrie aus den Spiege-
lungen abgeleitet, die nun allerdings anders als ge-
wohnt, aus dem Einsteinschen Axiom folgen:

Lic htgeschwindigk eit bleibt Lic htgeschwin-
digk eit, unabh angig von der Geschwindigk eit
des Spiegels.
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Abbildung 7: Die Lage der Lote einer Kurv e auf dem
Registrierstreifen

Neigungen kleiner als die der Lichtspuren bezeidinet
man als zeitartig, Neigungengre er alsdie der Lichtspu-
ren alsraumartig. Bei einem Paar lotrechter Richtungen
ist immer eine raumartig und eine zeitartig. (Die Nei-
gung der Lichtspuren ist etwas Besonderes:Lichtspuren
sind auf sich selbst senkredt.) Bei allen Spiegelungen
bleiben zeitartige Richtungen zeitartig.

Ein gegenden RecorderruhendesObjekt zeichnet
eine vertikale Spur. Ist die Spur geneigt, zeigt das
die Gestwindigkeit (Abb. 6). Die Gestwindigkeit
eines Objekts ist die Richtung seiner Spur auf dem
Registrierstreifen. Nach Einsteins Axiom haben die
von Lichtsignalen gezogenenSpuren immer die glei-
che Neigunggegendie Vertikale. Man kann dieseNei-
gung wahlen, und man wahlt sie so, dassman sieim-
mer gleich erkennt, namlich in der Sdrage,die Verti-
kale und Horizontale nach gewohnter Vorstellung hal-
biert. Die Spiegelungerde nieren nun lotrechte Rich-
tungen. Auf horizontalen Geradensind sie wie erwar-
tet vertikal, aber auf schiefen Geradenscdeinensie zu
diesenhingeneigt (Abb. 7), was wir bei der Beurtei-
lung der Zeichnungenim Folgendenbeaditen meissen.
Zwei Spiegelungerergebenwie in der gewohnten Geo-
metrie eine Drehung. Das Unerwartete an diesenDre-
hungen ist, dass Neigungen kleiner als die Neigung
der Lichtspuren auch immer kleiner als diesebleiben.
Solche Neigungen nennen wir zeitartig . Zeitartige
Neigungen bleiben zeitartig. Wenn wir daran den-
ken, dass die Neigungen Gesdwindigkeiten darstel-
len, heit das: Die Lichtgesdwindigkeit kann nicht
durch wiederholte Besdleunigung ebersdritten wer-
den. Das ist im Folgendenauch der Grund, weshalb
die Gesdwindigkeiten der Galaxien beim Parallel-
transport zum Ort ihres Vergleichs immer kleiner als
die Lichtgesdwindigkeit bleiben meissen.

Ein Paar lotrechter Richtungen bleiben bei Spie-
gelungenlotrecht. Ein weiterer Punkt: Aus dem Ein-
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Abbildung 8: Karte des expandierendenUniversum
in Mercator-Pro jektion

Das Univ ersumhat sowohl einen Erfahrungshorizont als
auch einen Aktionshorizont, weil die Konformzeit so-
wohl einen Anfang als auch ein Ende hat.

Das bei B ankommende Lichtsignal hat einen VVorlaufer
(stric hpunktiert). In der Karte bleiben raumliche und
zeitliche Distanz fest (Q1S;1 = Q2S; und Q:P1 =
Q2P2). Wegendes sich andernden Ma stabs heit das:
Der richtige Abstand in Zeit wie in Raum nimmt mit der
Expansion standig zu. Das spiegelt sich nachprefbar in
der zunehmenden Wellenlange eines Photons (Rotv er-
schiebung der entfernten Galaxien) ebenso wie in der
Verringerung der Frequenz einer Photonenfolge (z.B.
der Verringerung der Abklingrate einer Supernova).

steinschen Axiom kann man ableiten, dass in der
Orts-Zeit-Eb ene Umwege unerwarteterweisek eirzer

als die direkten Verbindungen sind. Geodaten in der
Orts-Zeit-Eb enesind nicht kerzeste, sondernlangste
Verbindungen. Dies brauchen wir hier allerdings nur,
um die Form der Geodaten im expandierendenUni-
versum einzusehen.

4. Das Univ ersum

Wir wollen die Kremmung der Welt exempla-
risch am expandierendenUniversum darstellen. Wir
wissen, dass die Galaxien sich im Mittel von uns
entfernen, und zwar um so scneller, je weiter sie
schon entfernt sind. Wir messendas an einer Ver-
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Abbildung 9: Geodaten in der Mercator-Pro jektion
einesexpandierendenUniversums

Von den geradenLinien in der Mercator-Pro jektion sind
nur die Linien konstanter mitb ewegter Ko ordinate lang-
ste Linien. Die Linien fester Zeit sind esnicht. Kurv en,
die in spatere Zeiten ausweichen, sind langer. Alle an-
deren Geodaten erhalt man wegen der Rotationssym-
metrie durch horizonale Versciebung der gezeitineten
Geodaten.

schiebung der Spektrallinien ins Langwellige, die mit
einem Doppler-E ekt verglichen werden muss. In ei-
ner bestimmten Entfernung wechst die Rotversdie-
bung wber alle Scranken und indiziert Bewegung
mit Lichtgesdwindigkeit. Was gestieht jenseitsdie-
serEntfernung? Gibt esda Uberlichtgesdwindigkeit?
Wennwir uns an zwei Galaxien orientieren wollen,
dann ist der Schlag der konformen Zeit die Ankunft
eines zwischen diesen Galaxien hin und her laufen-
den Lichtsignals. Die Konformzeit zeigt so etwas wie
die , biologische. Uhr des Universums.In konformer
Zeit hat das Universum eine endliche Lebensdauer.
In ferner Zukunft kann sehrviel Zeit vergehen,ohne
dassnoch etwas gestieht, weil zwischen den Nach-
barn keine Signale mehr die Distanzen uberbrucken
kennen. Auch wenn die Atomzeit bis ins Unendli-
chelauft, der Herzshlag desUniversumskommt zum
Stehen.Um die Kr ummung ablesbarzu machen, zei-
chen wir analog zu Abb. 4 eine Schar (raumartiger)
Geodaten. Auch die raumartigen Geodaten enden
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Abbildung 10: Drei Wege zum Transport des Ge-
schwindigkeitsvektors einer beobaditbaren Galaxie

Gezeitnet ist eine Mercator-Karte des Einstein-
deSitter-Mo dells. Drei Wegevon der Quelle zum Beob-
achter werden verglichen und zeigen versciedene Er-
gebnisse,weil die Union von Raum und Zeit gekremmt
ist (auch wenn der Raum selbst hier nicht gekrammt
ist).

auf demunteren Rand, und sogibt eskeinenAquator.

Dennoch fallt an dem eingezeibineten Geodatentra-

pezdie Abweichung der Wink el von den euklidischen
Verhaltnissen ins Auge. Das Ergebnis einesParallel-

transports hangt wie zu sehenvom Wege ab. Da-

mit kennen wir uns auf versdiedene Transportv or-

schriften zur Festlegung einer reproduzierbaren Re-
lativgeschwindigkeit einigen (Abb. 10). Die Form der
Geodaten hangt nur vom Zeitpunkt ihres Sdeitels
ab. Sie kennen horizontal ebensoversthoben werden
wie die Geaodaten in der Mercator-Pro jektion der Er-

de. Die Rotationssymmetrie der Kugel bildet sich in

ihren geographistien Koordinaten in gleicher Weise
ab wie die Homogenitat des Universumsin dessen
Mercator-Ko ordinaten.

Die Tangerten an die Meridiane sind nun die
Gesadwindigkeiten der Galaxien, deren Registrier-
kurven gerade die Meridiane sind. Man sieht: Der
Paralleltransport um eine gestlosseneKurv e liefert
wieder eine Drehung. Diese Drehung indiziert die
Kremmung der Raum-Zeit. Kennen wir zwei Ge-
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Abbildung 11:Relativgesdwindigkeiten der Galaxien
im Universum

Dies ist eine Karte der Funktion = Arth [v=c] der Re-
lativgeschwindigk eit fur das Standardmodell von 2004.
Der Transport wird entlang der Geodaten gefuhrt, die
das jeweilige Ereignis mit B verbinden.

schwindigkeitsvektoren an einem Punkt vergleichen,
ist die Di erenz geradedie Relativgestwindigkeit.
Das reale Universum hat eine etwas andere Ma -
stabswerteilung, aber qualitativ bleibt alles wie vor-
gestellt. Zunachst nehmen die Abstande standig zu.
Die Existenz desunteren Randesist nun dem Anfang
der Zeit gesdwldet (Abb. 8). Besondersnaheliegt es,
fur den Transport des Gesdwindigkeitsvektors einer
eben beobadteten Galaxie eben denWegin der Kar-
te zu wahlen, den das Licht selbst zureicklegt. Dieser
Transport liefert nun eine Relativgesdwindigkeit, die
man gerade aus der Rotverstiebung nach der ge-
wohnten speziell-relativistischen Formel berednet.
Transportieren wir den Gesdwindigkeitsvektor
einer Galaxie quer durch das Universum zu einer an-
deren, ergibt sich eine Relativgesdwindigkeit, zu der
bereits ohne Rechnung festgestellt werdenkann, dass
sie immer Kkleiner als die Lichtgestwindigkeit ist,
Horizont hin oder her. Das Ergebnis der Transporte
langs der Geadaten zu einem bestimmten Aufpunkt
(hier und heute) ist in Abbildung 11 zu sehen.Jen-
seits des auf Geodaten zuganglichen Bereichs nden
wir sonaturgema keineWerte, und der Rand desBe-



reichs signalisiert Lichtgestwindigkeit. Die Metho-

de des Transports langs der Geodaten ist aber nur

eine der meglichen: Der Transport langs der Lini-

en fester Zeit erreicht alle Ereignisse,und nirgend-
wo wird Lichtgesdwindigkeit erreicht. Die messbaren
Relativgesdwindigkeiten sind ohnehinnur die zu den
Galaxien, von denenwir bereits Licht erhalten, und

von diesenwieder nur zu Zeiten, von denenwir eben
erstdasLicht erhalten. DieseZeiten werdenangedeu-
tet durch den Schnitt der Registrierkurven der heute
ankommendenLichtsignale mit denender entfernten

Galaxien. Die Schnitte wieder endenzum Anfang der
Zeit, wo sie den Horizont de nieren. Die Relativge-
schwindigkeit erreicht Lichtgesdwindigkeit am Hori-

zort, das ist aber eben kein Ort, sondern ein Zeit-

punkt. Vor diesemZeitpunkt gibt esnichts zu beob-
achten, und nach diesemZeitpunkt ist der Transport

ganz normal und liefert nur Unterlichtgesdwindig-

keit.
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