Aberration und Relativitat mit zwei Augen
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Das scheinbare Bild zu finden, das ein Beobachter in schneller Bewegung von seiner
Umgebung hat, scheint eine Aufgabe der Relativitétstheorie zu sein. In erster Linie wird das
Bild aber von der Aberration bestimmt. Die Aberration ist ein Effekt erster Ordnung in der
Geschwindigkeit und mufl deshalb auch in vor-relativistischer Situation, etwa in der New-
tonschen Emanationstheorie,! erwartet und beriicksichtigt werden.? Die Relatividtstheorie
iiberlagert danach das vor-relativistische Bild mit den Folgen von Langenkontraktion und
Zeitdilatiation.

Die Aberration des Lichts ist seit Bradleys Messung 1729 ein Beweis dafiir, daf§ auch das
Licht Zeit braucht auf seinem Weg durch den Raum. Deshalb fithrt die Zusammensetzung der
Geschwindigkeit des Lichts mit der eines Beobachters in Bewegung zu einer Anderung seiner
Richtung. Nimmt man die Bewegung der Erde um die Sonne, so ist die Bahngeschwindigkeit
etwa 107 (in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit). Diese Grofe finden wir dann auch fir den
Winkel maximaler Aberration. Setzen sich die Geschwindigkeiten additiv zusammen, wie
wir das aus der taglichen Erfahrung erwarten, kénnen wir die Aberration wie in Abbildung
1 berechnen. Nach der Relativitatstheorie setzen sich Geschwindigkeiten nicht mehr additiv
zusammen. Aber es ist immer noch einfach, die Formel fiir die Aberration zu finden, die
sich aus der Lorentz-Transformation des Richtungsvektors in der Raum-Zeit bestimmt. Die
von vor-relativistischer und relativistische Aberration bewirkte Abbildung der scheinbaren
Himmelskugel auf sich selbst zeigt Abbildung 2.

Die Aberration bildet zunachst nur Richtungen auf Richtungen ab und liefert keinen
Ort im Raum, an dem sich die Quelle zu befinden scheint. Ublicherweise versucht man
mit einer Diskussion der Signallaufzeit, die durch die Aberration gegebene Abbildung der
scheinbaren Himmelkugel auf sich selbst auf eine Abbildung des dreidimensionalen Raums zu
erweitern. Diese Abbildung wird an vielen Stellen dargestellt [3]. Man kann sich jedoch auch
eine Abbildung verschaffen, ohne zu Hilfskonstruktionen zu greifen, die dem unbewaffneten
Beobachter nicht zur Verfiigung stehen. Dazu mufl der Beobachter beide Augen o&ffnen.
Dann stehen ihm fiir jeden Quellpunkt zwei Richtungen an zwei verschiedenen Punkten zur
Verfiigung, und er kann eine Parallaxe zu finden. Allerdings sind die beiden Richtungen, die
die Aberration an den beiden Augen liefert, im allgemeinen windschief. Das heifit, fiir einen

'Das Licht besteht danach aus Teilchen, die mit einer festen Geschwindigkeit relativ zur Quelle ausge-
sendet werden und auf die die Addition der Geschwindigkeiten ohne Weiteres angewendet werden kann.

2Mit der Akustik ist es etwas komplizierter. Wellen zeigen zuniichst keine Aberration. Die Lichtwellen
zeigen nur Aberration, weil sie auch eine Relativitét der Gleichzeitigkeit bestimmen. Die Schallwellen tun das
nicht. Schallwellen breiten sich in einem harmlosen Medium, etwa der Luft aus. Wenn man ein Ohr konstru-
ieren kann, welches wie das Fresnelsche Teleskop im frei stromenden Ather die Richtung einer Interferenzfigur
bestimmt, dann allerdings kann man die Formeln der Emanationstheorie in der Akustik verwenden.



endlichen Augenabstand gibt es kein eigentliches Bild der Quelle. Fiir einen infinitesimalen
Augenabstand hebt sich aber dieser Mangel und man kann die Bildpunkte bestimmen. Dabei
treten nun merkwiirdige Dinge zutage.

1 Alle Effekte sind priméar durch die Aberration verursacht. Sie treten also auch auf,
wenn man eine nichtrelativistisches Modell der Lichtausbreitung betrachtet, etwa die
Newtonsche Emanationstheorie. In der Akustik ist Aberration, wie in der zweiten
FuBnote angedeutet, etwas komplizierter, aber nicht unméglich.

2 Die Relativitatstheorie stiftet Effekte zweiter Ordnung in der auf die Lichtgeschwindigkeit
bezogenen Bewegung.

3 Diese Effekte sorgen aber in jedem Fall dafiir, da$§ die Abbildung der scheinbaren Orter
eine exakt konforme Abbildung der Kugelfliche auf der Himmelkugel wird [2]. Im vor-
relativistischen Fall ist die Abbildung nicht konform. Bereits das Bild des Einaugigen
ist dann verschert und nicht nur verdreht bzw. im Mafistab verandert.

4 Im dreidimensionalen Bild des zweidugigen Beobachters zeigen die Bilder bis auf beson-
dere Lagen eine Scherung.

5 Das Bild des zweidugigen Beobachters hangt nicht nur von der Distanz der Objekts
vom Apex ab, sondern auch von der Stellung der Augen zu Objekt und Apex.

Das zweidimensionale Bild wird traditionell durch eine Laufzeitdiskussion ergénzt [5],
die der Koordination entspricht, die von Ehlers, Pirani und Schild [1] in die Allgemeine
Relativitatstheorie eingefithrt wurde. Wir wollen hier aber allein vom momentanen Bild
ausgehen. Wir unterstellen nun einen Beobachter, der sich geradlinig gleichforming durch
eine Welt bewegt, in der die Gegenstande wie Kulissen ein Bezugsystem bestimmen, in
dem sie alle ruhen. Wir wollen das dreidimensionale scheinbare Bild dieser Welt zeichnen.
Dazu suchen wir uns einen Moment aus, zu dem sich der Beobachter an einem bestimmten
Punkt befindet. Der Beobachter verarbeitet den Eindruck, den seine Augen zum gegebe-
nen Zeitpunkt gleichzeitig wahrnehmen. Wie wir aus der Relativitatstheorie wissen, wird
diese Gleichzeitigkeit im Ruhsystem der Umgebung in eine Zeitfolge gewandelt, die den ef-
fektiven Augenabstand verandern kann: Wir haben eine Langenkontraktion zu erwarten.
Deren genaue Form ist hier nicht weiter von Belang.

Zunachst zeigen wir den Eindruck, den die Kugel um den Beobachter in dem Moment
wirklich macht, wenn der sich mit der Geschwindigkeit ¢ bewegende Beobachter gerade im
Zentrum befindet. Merkwiirdigerweise zeigt sich bereits hier, daf§ das Bild von der Stellung
der Augen abhangt. Abbildung 3 zeigt das Bild fiir einen Beobachter, dessen Augen hintere-
inander angeordnet sind, der seitwérts zur Bewegungsrichtung blickt.  Abbildung 4 zeigt
das Bild fiir einen Beobachter, dessen Augen nebeneinander angeordnet sind, der vorwérts
in Bewegungsrichtung blickt.

Eindrucksvoller ist vielleicht der Anblick einer Tunnelrohre, durch die der Beobachter
mit grofer Geschwindigkeit fahrt (Abb.5,6).
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Figure 1: Die Aberration als Zusammensetzung von Geschwindigkeiten
Die Richtung zum wahren Ort der Quelle ist der normierte Abstandvektor. Er wird mit der auf

die Signalgeschwindigkeit normierten Geschwindigkeit des Beobachters zusammengesetzt. Hier ist
diese Zusammensetzung als additiv unterstellt.

Figure 2: Die Abbildung der scheinbaren Himmelskugel durch die Aberration
Links ist die Ausgangskugel zu sehen, in der Mitte ihr Bild im vor-relativistischen Fall, rechts im

relativistischen Fall, wo die Abbildung konform ist, was sich unter anderem darin ausdriickt, dafl
das Bild eines Breitenkreises eben ist.



Figure 3: Der Beobachter blickt seitwarts in die Kugel
Links ist das Bild im vor-relativistische Fall, rechts im relativistischen Fall gezeichnet. Im ersten
Fall ist das Bild ein Rotationsellipsoid, dessen Achsen senkrecht zur Bewegungsrichtung um den
Lorentz-Faktor ~ verlingert sind. Im zweiten Fall ergibt sich eine Kugel, die um den Faktor !
verkleinert ist. Letzteres ist Ausdruck der Lorentzkontraktion des Augenabstands beim Ubergang
vom Ruhsystem des Beobachters ins Ruhsystem der Quellen. Erstaunlicherweise hat der Lorentz-
faktor aber auch eine Bedeutung fiir den vor-relativistischen Fall. Die Geschwindigkeit hat in

beiden Teilen den Betrag 0 = 0.8.

Unsere Bilder sind alle fiir einen Beobachter, der sich durch einen Raum mit ruhenden
Quellen bewegt. Im relativistischen Fall gibt es keine Anderung, wenn sich die Quellen
bewegen, schliellich zahlt nach dem Relativitatsprinzip nur die Relativbewegung. Im vor-
relativistischen Fall ist das allerdings anders. Hier setzen sich die Geschwindigkeiten additiv
zusammen und es gibt nur ein Bezugssystem, in dem sich das Signal richtungsunabhangig
ausbreitet: das Ruhsystem des Mediums. Wir haben bisher damit gerechnet, dafl in diesem
auch die Quellen ruhen. Bewegen sich die Quellen nun gegen einen ruhenden Beobachter,
andert sich die Situation. Das ist nicht weiter verwunderlich, wenn man sich daran erin-
nert, daBl auch der Doppler-Effekt seine Form andert, wenn man von einer Bewegung der
Beobachters gegen eine ruhende Quelle zu einer Bewegung der Quelle gegen einen ruhenden
Beobachter iibergeht. Um die Abbildung im zweiten Fall zu finden, miissen wir die schein-
baren Orter der Quelle zu den leicht verschiedenen Zeitpunkten, an denen das ihr Signal an
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Figure 4: Die Kugel fiir den vorwarts blickenden bewegten Beobachter
In diesem Bild ist die Geschwindigkeit nach oben gerichtet. Die Abbildung hat Singularitit fiir die
Nullstelle des Nenners in Gleichung (7). (8 = 0.14.)

den beiden Augen eintrifft, zu einer Parallaxe zusammenzusetzen.

Fiir die Akustik konnen wir das Bild weiter verfeinern, wenn wir relativistische Akustik
betreiben. Das andert nichts an der bevorzugten Stellung des Bezugs auf das Medium, ersetzt
aber Galilei-Transformationen durch Lorentz-Transformationen. Nun sind zur Berechnung
der Effekte in der Akustik die Geschwindigkeiten in Einheiten der Schallgeschwindigkeit
einzusetzen. Relativistische Korrekturen sind also immer von der Ordnung ¢2.,.11/ Fiens, d-h.
im allgemeinen vernachlassigbar. In beiden Féllen bricht die Signalausbreitung die Rela-
tivitat, wenn man das Medium nicht explizit einbezieht.
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Figure 5: Der Tunnel fiir den seitwérts blickenden bewegten Beobachter

Der Tunnel sei in seinem Ruhsystem als Folge von Ringen dargestellt (oberer Teil). Der relativis-
tische Fall ist unten zu sehen. In der Vorwértsrichtung scheint der Tunnel verengt (Factor (1—/5)),
riickwérts dagegen erweitert (Faktor (14 /3)). In beiden Fallen scheint der Tunnel um den Lorentz-
faktor v verkiirtzt. Das ist wieder ein Effekt der Lorentz-Kontraktion des Augenabstands. Der
nichtrelativistische Fall ist in der Mitte dargestellt. Wieder ist der Tunnel in Vorwartsrichtung
verengt, diesmal mit dem Faktor (1 + 3)~!. Rékwiirts ist der Tunnel erweitert mit dem Faktor
(1 —B)~L. Es gibt keine Kontraktion (8 = 0.8.)

[6] Terrell,J. (1959): Invisibility of the Lorentz contraction, Phys.Rev. 116, 1041.



Figure 6: Der Tunnel fiir den vorwarts blickenden bewegten Beobachter
Der relativistische Fall wird im unteren Teil gezeigt. In weiter Entfernung ist der Tunnel weder
verengt noch geweitet, aber er ist in Vorwértsrichtung gedehnt (Faktor v(1 4+ 3)) und riickwérts
verkiirzt (Faktor v(1—0)). Der nichtrelativistische Fall ist im oberen Teil gezeichnet. Die Streckung
in Vorwértsrichtung hat nun den Faktor (14 (), die Kontraktion riickwérts den Faktor (1 — (). In
beiden Féllen scheint der Tunnelboth lokal psychodelisch verformt. Beide Abbildungen enthalten
Singularitaten.



Die Aberrationsformel

Der Beobachter bewegt sich gleichférmig, ¥ = vt. Wir suchen das Bild, das
er sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 von der Umgebung macht. Im Ruhsystem der
Objekte ist der scheinbare Ort einer Quelle bei § durch den Richtungsvektor

wy
=

n=

w0y
=l

gegeben. Wenn sich der Beobachter bewegt, wird diese Richtung durch die
Aberration gedndert, n* = 7*[ii, 0]. Die vorrelativistische Formel ist

v i+ 2

7" = Richtung von (i + -) = ——<%— | 1
gon (it ) = 153 1 7 @

wenn wir den Betrag | ¢ | der Geschwindigkeit gleich Sc und den Richtungscosi-

nus zwischen 77 und ¢ gleich £ setzen. Bis auf Effekte der Ordnung cZ .11/ icn

und natiirlich alle Umstromungseffekte wird diese Formel der Schallausbre-

itung gerecht.

Im relativistischen Fall mufl das durch

v(vn) nv 1

7 T 777(§ + E)) (2)

—

1" = Richtung von (7 —

v

ersetzt werden. -~y bezeichnet den Lorentz-Faktor v = 1/4/1 — Z—i Gleichung
(2) bestimmt eine konforme Abbildung der Kugel auf sich.




Die Parallaxe

Wir suchen die Stelle §*; an der eine Quelle am Punkt § von einem Beobachter
im Punkt 7" gesehen wird, wenn dieser sich mit einer Geschwindigkeit v bewegt.
Wir unterstellen eine Aberrationsformel 77* = 77*[7i[F, 5], ¥]. Nun haben wir zwei
Augen, infinitesimal benachbart, bei 7} = 7 und 75, = 7+ €. Sie erfahren die
beiden Richtungen 7*[7i[r, 8], v] und 7*[7i[r, ], v] = n*[n [7”1,5] 7] + 4L 3:”
Die gesuchte Position ist der Schnittpunkt der Geraden 77 + A17* und 75 +

Ao (17" + CL” i’ié) Der Schnittpunkt existiert in der Grenze verschwindender €

und wird durch die Formel

5=y TXMNE X _ g (WENTAT) = (M)A ofaa’].
(15 x m3) (7} x 115) (ri**) (dr*di*) — (r*dn*)(n*din*) 3

gegeben. Die Umsetzung der Koordinaten 7" des Ruhsystems der Objekte in die

Koordinaten 7™ des Ruhsystems des Beobachters bringt noch eine Korrektur

im relativistischen Fall.

Ein Computerprogramm setzt €*, findet durch Transformation € = €* +
L0(0e*)(1/4/1 — ﬁ — 1), bestimmt im Ruhsystem der Objekte drii = %(
n(ne)), transformlert ins Ruhsystem des Beobachters d h. benutzt die Aber-

rationsformel), um dri* = dni + v(vdi)(1/4/1 — ﬁ ) zu finden und in die
Formel (3) einzusetzen.




Die Abbildung

Wir bezeichnen die Richtung der Bewegung mit «, ihre Grole — bezogen auf
die Signalgeschwindigkeit — mit 3, den Lorentz-Faktor /1 — ﬁfl mit v, die
Richtungscosinus (7iwf) mit £ und (€7)/ | € | mit n. Dann lautet die Transfor-
mation der Lagen im Falle hintereinanderstehender Augen

w4+ (E(y—1) + By)w

=35 . (4)
(1 + B¢)
Die Kugel 22+ y%+ 22 = r? wird auf die kleinere Kugel 42 (2** +y*? 4+ 2*?) = r?
V2a*? + y*? 4 2*? = 422 abgebildet. Im vorrelativistischen Fall ist
n—+ v
§=s . 5
1+ B¢ (5)

Hier ist das Bild der Kugel ein Ellipsoid, namlich v2z*% + y*2 + 22 = 422,
Stehen die Augen nebeneinander, finden wir

Cl<1 — 772> + 02
Ci(l=n? + 722 (7? = 1)) — o€
mit C = 2(1 + €)% und Cy = (£(1 — ) + B7?)én?. Im vor-relativistischen
Fall ist das etwas einfacher, namlich

(1 —n*) (1 +20¢ + 3%) — BEn?
(1 —=n?)(1 4268+ 3%) — p22n%

§°=s(ii+ (§(y — 1) + fy)d) (6)

<y

s = s(n +v) (7)
aber immer noch singular.
Bewegt man die Augen und richtet sie immer auf die jeweilige Quelle, entsteht

die Abbildung

et =@+t +yP+2?), Y=y, =2z, (8)

Das ist die von Scott und Viner [5] auf anderer Grundlage berechnete Abbil-
dung.
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